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��� ���#� �* � !�	��
�
 "������	 Q ��� )� �0+�����$ �� ��� +��$#�� �* � ������
�
 ��
�� {Q} ��$
� ���� KQL

Q = {Q} [Q] ; <

������� ��� ���� �* ��� +������� "#������2 ��� ��� ���)�� #��$ �� $����� ��2 ��+���� � +�����#���
������ �* #��� ;��� *������� 12 +! (<!

�������� "#��������2 �#������� ���#��2 ��$ #���� ��� ��� )� ����+#����$ )� ��� ��$����� �#���
�* ��6�)��! ��#� .� ��� .����2 *�� �0��+��2 *�� ��� .������6�� λ �* ��� �* ��� �����. ��$�#� �����

λ W ,!8>4×  =−7 � W ,8>!4 �� ;&<

.���� � �� ��� ���)�� *�� ��� #��� �* ���6�� �����$ ��� ����� ;�� �����2 ��� �������� %!& ��$ %!%2
+! 84 ��$ 85<2 �� �� ��� ���)�� *�� ��� ���������2 ��$ ��� #���� ����� ��$ ��������� ��� ������$
)�

 �� W  =−9 � �� �� W  =−9 � ;%<

��� �"#�������� �* ��� �.� �0+�������� *�� λ �� �"#����� ;&< *����.� �� ���� .��� .� ����� ���
#���� )� ��� �#��� �* ��6�)�� ��$ ����6��Q� ��� �$������ �*  �� ��$  =−9 � �� �"#����� ;%<! ���
.������6�� ��� �"#���� .��� )� �0+�����$ �� ��� *���

λ/� W ,!8>4×  =−7 ;(<

��
λ/�� W ,8>!4 ;,<

�� ��� )� #��*#� �� .��: .��� �����)��� ���� ��� $�3��$ )� $���$��6 ��� "#������ )� � +�����#���
#���! 
�� ��������2 �� ��)#�����6 ��� �#������� ���#�� �* +������� "#�������� �� ��)����6 ��� �0�� �*
6��+��2 �� �� +�����#����� ���������� �� #�� ��� "#������ �* � +������� "#������ ��$ � #��� �� �#�� �
*��� ���� ��� ���#�� �� )� ��)#����$ ��� �#������� ���#��2 �� �� �"#������ ;(< ��$ ;,<!

#$��!
�

ln(p/MPa) = a+ b/T =
a+ b′(103 K/T ) ;4<

T/J  =3 J/T p/��� ln(p/���)
& 4!,, (!4 5> =!, 8= −=!4,58
&5%! , %!44 = %!(8,%  !&(84
%=(! > %!&85( 5!%8 ,  !>>>=

−1.0
−0.5

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

103 K/T

ln
(p
/
M

P
a)

��6�)�������� �"#������� *���� ��� )� #��$ �� +���� �*  =3 J/T 2 �#�� �� :J/T ��  =3 ;T/J<−1!
�"#������ )��.��� �#������� ���#�� $�+��$ �� ��� ������ �* #����2 .������ �"#������ )��.���
"#�������� ���� ��� �$�����6� �* )���6 ��$�+��$��� �* ���� ������! �����*��� ��� #�� �* �"#������
)��.��� "#�������� ���#�$ 6�������� )� +��*����$!

��� �����$ $�����)�$ ���� *�� ���$���6 +������� "#�������� ��$ ����� #���� �� :��.� �� "������	

�

�
�� K  X %L! �� �� ��������$�$ *�� #�� ����#6��#� ������� ��$ ��������6�! ��� #�� �* "#������
����#�#� $��� ��� ��+�� ��� +�����#��� ������ �* #����P ��$��$ ��� �* ��� �$�����6�� �* "#������
����#�#� �� ���� �� ��:�� ����6�� )��.��� #���� +�����#����� ���� �� *����.! 
#����� �0��+��� �* ���
#�� �* "#������ ����#�#� ��� 6���� �� ������� 5! 2 +!  % 2 .���� �� ��������$ .��� ��� +��)���� �*
�����*�����6 *��� ��� ��� �* #���� �� �������!
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'� ���������� +������� "#�������� ��� ��6���Q�$ �� � $���������� ������ )#��� #+�� ����� ����
"���������2 ���� �* .���� �� ��6��$�$ �� �����6 ��� �.� $��������! ����� )��� "#�������� �� ���
������������� ������ �* 7#�������� ;��7< �� .���� ��� ������������� ������ �* #���� ;��< �� )���$2
��$ ��� +�����+�� ���)��� #��$ �� $����� ���� ��$ ����� $��������� ��� �� *����.�?

%��� "������	 �	���
 ��� "������	 �	���
 ��� ���������

���6�� 
 �

���� � �

���� � �

�������� �#����� & �

������$������ ���+����#�� � Θ
���#�� �* �#)������ � �

�#����#� ��������� & v �

��� ����� "#�������� ��� �����$ ������� "��������� ��$ ��� ��6��$�$ �� �����6 $��������� $�����$
��6�)�������� *��� ��� ����� )��� "#�������� )� �#���+�������� ��$ $�������!

#$��!
� $�������� �* ����6� �� �"#�� �� $�������� �* � �
2
�
−2

���� ��� )� .������ .��� ��� ���)�� $�� *�� $�������� ;��� *������� 12 )���.<
dim(E) = dim(m · l2 · t−2) = � �

2
�
−2

��� "#������ ������ �� �������
� �� �* �+����� ��+������� �� ��������! ���#�� �* �#)������
�� +��+�������� �� ��� �#�)�� �* �+���3�$ ���������� �������� �* ��� �#)������ �����$���$! ���
+��+����������� *����� �� ��� ���� *�� ��� �#)�������P ��� ����+����� �� ��� �������� 
������� ;���
������� &! =2 +! (52 ������� %!%2 +! 882 ��$ 
��+��� ,2 +!    <! ��� �� #��� �* ���#�� �* �#)������
�� ��� ����2 $�3��$ �� ������� %!%2 +! 88! ��� +������� "#������ /���#�� �* �#)������1 ���#�$ ��
���6�� )� �����$ /�#�)�� �* �����12 B#�� �� ��� +������� "#������ /����1 ���#�$ ��� )� �����$ /�#�)��
�* :���6����1! ��� ���� /���#�� �* �#)������12 ��������� ���� �����$ /�������� ���#��12 ���
�*��� )� #��*#��� �))�������$ �� ��� ���6�� .��$ /���#��12 +�����#����� �� �#�� +������ �� /���#��
�������������1 ;��� *������� 22 )���.<2 ��$ /���#�� �* �21! � +����)�� ���� *�� �������������
#��6� ��� )��� �#66����$? /��+�����1 K =L ;*��� -���:2 ������� �� ������+� ��$ �����+�<!

��� �#�)�� ��$ ������ �* )��� "#�������� �� +#�� ����������! ����� "#�������� ��#�$ )�
�����$���$ �� )� ���� *#�$�������2 �#�� �� �������� ����6� � ������$ �* �������� �#����� &'

Q =

t2∫
t1

I $t ;5<

��.����2 �� ��� ��72 �������� �#����� �� ������ �� )��� "#������ ��$ ��+��� �� ��� �� )��� #���! ��
������ ��$ �����#��� +������2 ��� ��9�����$ �����
 ����� ��� #��*#� ;��� ������� %!>2 +! >(<!

1 ��� ���)�� KQL .�� *������� #��$ *�� ��������� �* Q2 )#� ���� ���)�� �� #��$ ��$ +��*����$ *��
���� �* Q!
2 ��� 
������� 
�������� �������� �* �	��
 ��������$�$ ���� /���#��9�*9�#)������ ���������9
����1 )� �))�������$ /�#)������ �������������1 K (L!

(
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� ����� $���������� ���#�$ )� $��.� )��.��� ��� ����� ��$ ���)��� *�� +������� "#��������2 ��$
��� ����� ��$ ���)��� *�� #����! ����� ��$ ���)��� *�� ���� "#�������� ��� 6���� �� 
��+��� &2
+!   P ��� ���)��� 6���� ����� ��� ��
������������! �* ����� ���)��� ��� #��$ ���� ���#�$ )� �������
$�3��$! ����� ��$ ���)��� *�� #���� ��� 6���� �� 
��+��� %2 +! 8%P ��� ���)��� *�� #���� �����$
����� ��� "#���$ *��� ��� '#���# ������������� $�� ���$� �� ���#��� ;'���< ��$ ��� ��������	!

�'�'� #()(*+, *-,(. /0* .1230,. /0* 4-+)5�5�(.

��� ���)�� *�� � +������� "#������ ���#�$ )� � ���6�� ������ ;��� *������� 12 )���.< �* ��� �����
�� -���: ��+��)�� ;��� �������  !42 +! 5<! 
�+���� �� ��.�� ���� ������� ��� )��� )� #��$! ���
������ ���#�$ )� +�����$ �� ������ ;���+��6< ��+�! D��� ��������� ��� ���)�� ��� )� ��$�3�$ )�
�#)����+�� ��$ �#+������+�� �* �+���3�$ ������6! �#)����+�� ��$ �#+������+�� ���� ��� ����������
���)��� *�� +������� "#�������� �� *�� �#�)��� ���#�$ )� +�����$ �� ������ ��+�P ����� �#)����+�� ��$
�#+������+�� ���#�$ )� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+�!

#$��!
�� Cp *�� ���� ��+����� �� �������� +����#��
pi *�� +������ +����#�� �* ��� ��� �#)������

)#� C� *�� ���� ��+����� �* �#)������ '
μ�

� *�� �������� +�������� �* �#)������ ' �� +���� �
E� *�� :������ ����6�
μ� *�� �������� +�����)�����
Δ�H

◦− *�� ����$��$ �������� ������+�
Vm *�� ����� ���#��
A10 *�� $���$�� �)���)����

��� ������6 �* ���)��� *�� +������� "#�������� ��� )� *#����� "#���3�$ )� ��� #�� �* ��� �� ����
�#)����+��2 �� )� ��*�������� ��������$ �� +����������!

#$��!
�� Δ�S
◦−;�6
�2, ��2 &, ◦
< W −154.3 E J−1 ���−1

μi = (∂G/∂ni)T,p,...,nj ,...; j �=i �� μi = (∂G/∂ni)T,p,nj �=i

U������ ��$ �������� ��� )� +�����$ �� )��$9*��� ������ ��+�2 �!6! AAA,aaa! ������� ��� )� +�����$ ��
)��$9*��� ������ ���� ����* ��+�2 �!6! ��� 2 ��� ! U������ ��� ������������� )� ����������Q�$ )� �� ����.2
→
�2
→
� ��$ �����$9���: ������� )� � $�#)�� ����.2 ��S, ��T !

�'�'� #()(*+, *-,(. /0* .1230,. /0* -)�5.

���)��� *�� #���� ���#�$ )� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+�! ���� ���#�$ ������ #�������$ �� ���
+�#���2 ��$ ���#�$ ��� )� *����.�$ )� � *#�� ���+ �0��+� �� ��� ��$ �* � ��������!

#$��!
� � W  = ��2 ��� ��! �� ���!

1 �� �0��+���� �� ��$� *�� ������� �������������� �#�)��� �� /$������������ "#��������1 #��$ �� ���
��#$� �* �����+��� +�������� *�� .���� ��� ��������������� �6���$ ���)��� ������� �* �.� ������� ;���
������� &! ,! 2 +! 8&<!

#$��!
� ������$� �#�)��2 (�P ������� �0��+�� �� +� ;��� �������� &! % ��$ &! %! ;����<2
+! 5= ��$ 5,<!

D��� �#�� ���)��� �++��� �� *������ �� � +��$#��2 ���� ���#�$ )� ��+�����$ *��� ����� ���)���
)� � �+���2 �#���+�������� ��6�2 �� +����������!

,



���)��� *�� #���� ����� )� +�����$ �� ��.�� ���� �������2 #����� ���� ��� $�����$ *��� � +�������
���� .��� ���� ����� )�6�� .��� � ��+���� ������! �� �0��+���� �� ��� ���)�� *�� ��� ����� .����
��� )� ������ � �� �2 �!�! ������ ��+���� �� ��.�� ���� ;��� *������� 22 )���.<!

#$��!
�� � ;�����<2 � ;�����$<2 )#� E ;B�#��<2 �Q ;����Q<

������� �#���+��� ��$ �#)�#���+��� �* #���� ��� )� ��$�����$ )� ��� #�� �* +��30�� �� $�3��$ ��
������� %!42 +! > !

#$��!
�� �� ;���������<2 ��Q ;��6�����Q<2 :U ;:�������<

��� ��� �� �������� �� ��
����!" ��
��
����!" ���������!" 	
�
���
	�!

� "#������ ���� �� �$$����� *�� ��$�+��$���2 �������������6 �#)������� �� �����$ �$�������P �0��+���
��� ���� �2 ���#�� )2 -�))� ����6� *! � "#������ ���� �� ��$�+��$��� �* ��� �0���� �* ��� ������
�� �����$ ���������P �0��+��� ��� ���+����#�� �2 +����#�� !2 �������� +�������� ;+������ ����� -�))�
����6�< μ!

��� �$B������ �!�
�+
 )�*��� ��� ���� �* �� �0������� "#������ �� #��$ �� ���� ������� �	
����! D��� ��� ���)�� *�� ��� �0������� "#������ �� � ��+���� ������2 ��� ���)�� #��$ *�� ���
�+���3� "#������ �� �*��� ��� ������+��$��6 ��.�� ���� ������!

#$��!
�� ���#��2 )2 ��$
�+���3� ���#��2 v W V/m W �/ρ ;.���� ρ �� ���� $������<P
���� ��+����� �� �������� +����#��2 � p2 ��$
�+���3� ���� ��+����� �� �������� +����#��2 
p W � p/�

��� K,!�L ��$ ��� 
������� 
�������� �������� �* �	��
 ��������$ ���������� �����6 �*
+������� "#�������� $�����$ )� $������� .��� ����2 ���#��2 ����2 ��$ ���6�� )� #���6 ��� �����)#���
������ �� �+���3�2 ���#���2 �����2 ��$ ������2 ���+��������! �� �$$����� ��� 
������� 
��������
�������� �* �	��
 ��������$� ��� #�� �* ��� �����)#�� ������� *�� "#�������� $�����$ )� $�������
.��� ��� �#�)�� �* �������� K (L! ��#�2 *�� �0��+��2 ��� �+���3� ���#�� ��#�$ )� �����$ ������
���#�� ��$ ��� �#�*��� ����6� $������ .�#�$ )� ����� ����6�!

��� �$B������ ��
�� )�*��� ��� ���� �* �� �0������� "#������ 6�������� ����� ������� �	
������ �� �������
�! ��� �#)����+� � �� ��� ���)�� *�� ��� �0������� "#������ $������ ��� �����9
�+��$��6 ����� "#������!

#$��!
�� ���#��2 V ����� ���#��2 Vm = V/n ;������� &! =2 +! (5<
������+�2 H ����� ������+�2 Hm = H/n

�* ��� ���� ��+����� ;��� �������  !&2 +! (< �� ����+��$ *�� /���#�� �* �#)������1 ��� ��� #��
��+������ ���#�� ������$ �* ����� ���#��2 *�� ��������! ��� .��$ /�����1 �������� ��� +�����+��
���� ��� ���� �* ��� "#������ ���#�$ ��� )� ��0�$ .��� ��� ���� �* ��� #��� ;���� �� ���� ����<! ���
#�� �* ��+������ �������� ���� +��)���! �� �� ��������� ���������� �� $���$� ��� �0������� "#�������� )�
���#�� �* �#)������2 �� ���� ��� "#�������� )����� ���������P ��� �#)����+� � ��� ���� )� ������$
�* ���� ���������� �� �����$ ��$ ����� �� �� ���: �* ��)�6#���! ;��� ���� ��� ���)��� ��������$�$
*�� +������ ����� "#�������� �� ������� &!  2 +! ,52 ��$ �� ������� &!  ! ;���<2 +! 4=!<

����� ��� � *�. ����� .���� ��� �$B������ ��
�� ��� � $�A����� ������62 ������ ������� �	
������,��,�������
� 
��
���������!

#$��!
�� �)���+���� ���@�����2 �
����� �)���+���� ���@�����2 ε W a/c ;��� ������� &!52 ���� &&2 +! %5<
���$#�������2 κ
����� ���$#�������2 � W κ/c ;��� ������� &! %2 +! 5%<

2 ��.����2 ���� ��� ��.�� ���� � �� #��$ )� ��� ��$ ��� ������������� ���������������� 
���������
;��
<!
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���$#��� �* +������� "#�������� ��� )� .������ �� ��� �* ��� .���

� � �� �� �� � · � �� � × �

��$ ��������� "#������� ��� )� .������

a/b or
a

b
�� )� .�����6 ��� +��$#�� �* a ��$ b−1 2 �!6! ab−1

#$��!
�� F = ma2 p = nRT/V

��� ���� ���� ��� ����$#� ;/< ����� )� #��$ �� ��� ���� �0+������� #����� +���������� ��� #��$ ��
��������� ��)�6#���!

#$��!
� (a/b)/c �� a/(b/c) ;�� 6������ $�A�����<2 ��� a/b/c

�� ����#����6 ���)�������� �* ���� *������2 �#���+�������� .������ .����#� � �#���+�������� ��6�
��:�� +����$���� ���� $������� �� ��� ����� ���� a/bc �� �����+����$ �� a/(bc) ��$ ��� �� (a/b)cP
��.����2 �� �� ��������� �� #�� +���������� �� ��������� ��)�6#��� #�$�� ��� ����#��������2 ��#�
����$��6 �0+�������� �* ��� :��$ a/bcd ���! 
#���������2 a/b+ c �� �����+����$ �� (a/b) + c ��$ ���
�� a/(b+ c)! �6���2 ��� #�� �* +���������� �� ��������$�$ ;��"#���$ *�� a/(b+ c)<!

���$#��� ��$ "#������� �* #���� ��� )� .������ �� � ������� .��2 �0��+� ���� ��� ����� ;×< ��
��� #��$ �� � �#���+�������� ��6� )��.��� #����! D��� � +��$#�� �* #���� �� .������ .����#� ���
�#���+�������� ��6� � �+��� ����� )� ��*� )��.��� ��� #��� ���)���!

#$��!
�  � W  � :6 �−2 = 1 �·:6·�−2 W  � :6H�22 ���  �:6�−2

��# ��� ��� �� ��	
�� 	
� ���	
 ��
�� ��� �����
� �

����
����� ���
��	���
�

�������3� ���#����+�� ���#�$ *����. ��� ����+��$ ����������� ���������6 ��� #�� �* ������ ��$ �����
*���� *�� ���)���! �� ������ *��� �� 6�������� #��$ *�� ��+����� �� �#����6 ��0�2 )#� �� ��� � "#���
�+���3� ������6 .��� #��$ *�� ���)��� �� �������3� ��0� ��$ �"#������! ��� *����.��6 �#����� ��
�����$�$ �� ���+ �� ��� ������� #�� �* ������ *���� �� +��+����6 ���#����+� ��������!

 ! ��� 6������ �#��� ���������6 ��� #�� �* ������ ;���+��6< *��� �� ����� ;#+��6��< *��� ��� +��9
�����$ �� �������  !%!&2 +! , ��$ �� ������� (! 2 +!  =% �� �������� �� ������������ ���)��� ��$
�+�������! ����� �#��� ��� ���� +�������$ �� ��� ������������� ����$��$� ��� % ;�#����������
)���6 ��+����$ )� ���H��
 8====< K,L2 ���  === K4L2 ��$ �� ��� �� '����#�� K%L!

&! ��� ������� �#�� �� ���� ���)��� ��+��������6 +������� "#�������� �� �����)��� ��� ������2 )#�
���)��� ��+��������6 #����2 ������������ ���������2 �� ��)���2 ��� �����! ��������� �����
��� ���� �� )� $�#)� �� �� .������ � ���)�� ��+������� � "#������ �� ��� ���� ����� ������6
;�#�� �� ��)��<? � 6��$ �#�� �� ���� "#��������2 �� �����)���2 ��� ���� � ���6� �* �#�������
���#��2 )#� ��)��� ������! U������2 ������� ��$ �������� ��� $�����$ #���6 � )��$9*��� ;�����<
*���2 )#� ���� ����� )� ������ ����� ���� ��� "#��������!

#$��!
�� ��� �����: �������� h W 4!4&4 =48 >4;%%<× =−34 E �!
��� �������� 3��$ �����6�� � ��� ���+������ Ex, Ey, ��$ Ez!
��� ���� �* �� +�� �� m W &( 6 W =!=&( :6!
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%! ��� �)��� �#�� �++���� �"#���� �� ��� ������ ���)��� *��� )��� ��� -���: ��$ ��� �����
��+��)��2 �����#6� ���� �#����� ������ +#����6 -���: ������� ���� ������!
#$��!
� D��� ��� ���)�� μ �� #��$ �� $����� � +������� "#������ ;�#�� �� +�����)�����

�� ��$#��$ ����< �� ���#�$ )� ������2 )#� .��� �� �� #��$ �� � +��30 �� � #���
�#�� �� �����6���2 �62 �� .��� �� �� #��$ �� ��� ���)�� *�� ��� �#��2 � ;���
+���6��+� , )���.<2 �� ���#�$ )� �����!

(! �#�)���2 ��$ ��)���2 ��� ����� ;#+��6��<!
#$��!
�� ��� 6��#�$ ��$ 3��� �0����$ ���������� ����� �* ��� 
�2 �����#�� ��� $�����$

. . .;&�1<2; )2<2;%�1<1; )1<12 X̃ 3'12 ��$ . . .;&�1<2; )2<2;%�1<22 ã 1�12 ���+��9
������! ��� �9�������� ���36#������ ��$ �������� �* ��� )��Q��� �����#�� ��
��� 6��#�$ ����� ��� $�����$? . . .;�2u<2;�1g<42 X̃ 1�1g! ��� ����� ���)��� ���
��)��� ��$ ��� �����!

,! ���)��� *�� �������� �� ��� +����$�� ������ ����� )� �����! ��������� ��� ���)��� #��$ ��
��+������ ���������� +�������� ��� ��.��� �����! ;���2 ��.����2 +���6��+� > )���. *�� #�� �*
������ *��� �� ��������9���+�#�$ �����!<
#$��!
�� �2 ��2 ��2 '�2 '2 
2 �2 �2 
2 ��2 !!! *�� �����P � *�� ��� ��������2 + *�� ���

+�����2 � *�� ��� ��#����2 � *�� ��� �#��2 � *�� ��� ��+�� +�������2 ���!

4! ���)��� *�� +������� "#�������� ��� ���6��2 �� �0��+�������� �.� ������� �* ��� ����� �� -���:
��+��)��2 )#� ���� ��� *��"#����� �#++�������$ .��� �#)����+��2 �#+������+�� �� ��*��������
�� +���������� �� �+���*� *#����� ��� "#������! 
#����� ���)��� #��$ �� ���� .�� ��� ������
������ �� ����� $�+��$��6 �� .��� ���� ��+������!
#$��!
�� H $������ ������+�2 )#� Hm $������ ����� ������+� ;� �� � �������� ��)��

*�� �����2 ��$ �� �����*��� �����<! Cp ��$ CV $����� ��� ���� ��+����� ��
�������� +����#�� p ��$ ���#�� V 2 ���+�������� ;���� ��� ����� � )#� ������ p
��$ V <! ��� �������� +�������� �* ��6�� ��6�� )� $�����$ μAr �� μ;��<2 )#�
��� �������� +�������� �* ��� i�� ���+����� �� � ��0�#�� .�#�$ )� $�����$
μi2 .���� i �� ������ )���#�� �� �� � �����)�� �#)����+�!

5! ���)��� *�� ������������ �+������� ��� ��.��� �����! ���� �++���� �� ��� ���)�� Δ *��
� $�A������2 � *�� �� ��3��������� ���������2 $ *�� �� ��3��������� $�A������ ;�� ����#�#�<2
��$ �� ��+���� Σ ��$ Π *�� �#������� ��$ +��$#�� ��6��2 ���+��������! ��� ���)��� �
;%! ( ,>&. . . <2 � ;&!5 8 &8 . . . 2 )��� �* ���#��� ��6�������<2 � ;�"#��� ���� �* ���#� ���<2
���! ��� ��.��� �����2 �� ��� ��� ���)��� *�� �+���3�$ *#������� �#�� �� log ;�6 *�� ��6102 ��
*�� ��6e2 �� �) *�� ��62<2 �0+2 ���2 ���2 ���2 ��*2 ��������� 2 ������������ 2 ���������2 ���! ��� +�����#��� �+������� ������������
��$ ��������� ��$ ��� ������+��$��6 ���)��� ∇∇∇ *�� ������������ 2 ∇∇∇× *�� ���������2 ��$ ∇∇∇· *�� ��������� ��� +�����$
�� )��$9*��� �� ��$����� ��� ������ �� ������ ��������� *����.��6 K,!:L! ���� �* ����� �������2
�!6! e *�� ���������� ����6�2 ��� ���� ��������� #��$ �� ��+������ +������� "#��������P ���� �*
��#��� ���� ����� )� ������2 �� $�����6#��� ���� *��� ��� ������+��$��6 ������������ ���)��!
#$��!
�� ΔH = H(final) −H(initial)P ;$pH$t< #��$ *�� ��� ���� �* ����6� �* +����#��P

�x #��$ �� $����� �� ��3��������� ��������� �* x! '#� *�� � $��+�$ ������
���������� ��� ��+���#$� F �� � *#������ �* ���� t ��6�� )� �0+�����$ )� ���
�"#����� F = F0 exp(−δt) sin(ωt) .���� δ �� ��� $���� ���@����� ;�� #���?
�+H�< ��$ ω �� ��� ��6#��� *��"#���� ;�� #���? ��$H�<! ���� ��� #�� �* �����
� *�� ��� �+������ �� �� ��3��������� ��������� �* x2 �x2 )#� ������ δ *�� ���
$���� ���@����� �� ��� +��$#�� δt! ���� ���� ��� +��$#��� δt ��$ ωt ��� )���
$������������2 )#� ��� $�����)�$ �� �����6 ��� #��� ��+�� ;�+ W  < ��$ ��$���
;��$ W  <2 ���+��������!
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8! ��� *#�$������� +������� ��������� ��� ��.��� ��6��$�$ �� "#�������� �#)B��� �� ����#������
;���� ���#6� ���� ��� ��� �����$���$ �� )� �����)���< ��$ ���� ���#�$ �����$��6�� ��.��� )�
������! ��������� *#�$������� +������� ��������� ��� #��$ �� ���#6� ���� .��� #����2 )#�
���� ��� ����� 6���� ������ ���)���! �� �0��+�� �� ��� �������2 Eh ;��� ������� %!>! 2 +! >,<!
��.����2 ��� ������������2 �U2 ��� $�����2 ��2 �� ��� #��3�$ ������ ���� #���2 #2 ��$ ���
������������ #���2 #�2 ���� )��� ����6��Q�$ �� #���� )� ��� 
����O ������������� $�� ���$�
�� ���#��� ;
���< �* ��� '��� ��$ ���� ��� �����$��6�� 6���� ����� ���)���!
#$��!
�� c0 *�� ��� �+��$ �* ��6�� �� ���##�2 me *�� ��� �������� ����2 h *�� ��� �����:

��������2 NA �� L *�� ��� ���6�$�� ��������2 e *�� ��� ���������� ����6�2 a0

*�� ��� '��� ��$�#�2 ���!
��� ������������  �U W e· U W  !4=&  54 (85;(=<× =−19 E!

>! -���: ������� ��� #��$ �� ���������� ��6����2 ����6����2 ����������#���2 ��$ )����������
���������#��! ����� ���#�$ )� ����� ;#+��6��<2 ����� ���� ��� ��� ���)��� *�� +�������
"#��������! ���� $���6���� ��� +������� �* �#)����#���� �� ��$� ������2 ��6����69���� ������9
���� ��$ )��$6��6 ��$� �� ����$������� ���+�#�$�2 ��$ 6��#+� �� ���#��#��9)���$ ����� *��
����������#���2 ��$ ��������������� �� ���)���$����� ��$ ���#��� +��$#���! ������ ���)���
*�� �������� ��� ������ .��� ���� ��� ������� �� ��������9���+�#�$ ����� ��$������6 ������9
����� �� �����������2 �!6! O92 N 92 S92 ��$ P 9! ��� ������ ���)�� H $������ ��$�����$ ��
�$$�$ ��$��6�� ;��� ��*������ K ,L<!
#$��!
�� �9����������+������������ ���$

�9������9(9+��+���������0����������
��������)����;η49&9�������$���+��+���9 2%9$���<������#�
�9;���������������<9ω9������+���; 2(9+�����������������<
�9�96�#��+�������
,�9��$������9%�9��
N 9������)��Q���$�
O9����� ��0����������
%H9+������
��+�������9&; H<9���

>
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��� *����.��6 ��)��� ������� ��� ��������������� ��������$�$ ����� ��$ ���)��� *�� ��� +�������
"#�������� ���� ��:��� �� )� #��$ )� ��������! 
#����� "#�������� ��$ ���)��� ��� )� *�#�$ ��
��������$������ )� �	��� K(L ��$ ��� K,L!

�����#6� �#����� ��� *��� �� ������ ��� ���)��� ���� .��� *�� ��� "#�������� ���� $���#��2
+����$�$ ���� ���� $�3�� ����� �������� ��$ ���*��� �� ��� 6������ �#��� ��$�����$ �� 
��+���  2
�� �� ������� �� ��$ �� �������3� ����#�������� �* .� ��� 6�������� *����. � ����$��$ ��������! ���
���)��� )���. ���� )��� ������ �� ���*��� .��� �#����� #��6� ��$ �� ������Q� ���C��� �� *��
�� +����)��! ����� ���������� *��� ��� ��������$�$ ���)��� ��� �*��� )� $�����)�� �� +�����#���
���#������2 +����+� )� �$$��6 �� ��$�*���6 �#)����+�� �� �#+������+��2 �� )� ��� ����������� #�� �*
#++�� �� ��.�� ����! D����� � ������$ �#)B��� ���� �� ��� ���� )� +����)�� �� ���+��*� ��������2
*�� �0��+�� )� �������6 "#���*���6 �#)����+�� �� �#+������+��2 .����#� �����$#���6 ��)�6#���! ���
�������� �$�+��$ ���#�$ �� ��� ���� ��.��� )� $�3��$! ��B�� $��������� *��� ��� ��������$�$
���)��� ���#�$ )� +�����#����� ����*#��� $�3��$!

��� ��)��� ��� �����6�$ )� �#)B���! ��� 3�� ���#��� �� ���� ��)�� 6��� ��� ���� �* ��� "#������2
��� ��������$�$ ���)��;�<2 � )���* $�3������2 ��� ���)�� *�� ��� �������� �� #��� ;.����#� �#���+��
�� �#)�#���+�� +��30��2 ��� ������� %!42 +! > <2 ��$ ���� ��*�������! D��� �.� �� ���� ���)��� ���
��������$�$2 ������ ��� #��$ �� ��+����� ���)��� ���� ��� �"#���� ����+��)��2 ��$ ���)��� �*
�����$ ������ ��� +#� �� +����������! � ��������� �� #��$ �� ��+����� ���)��� �* ���6���� $�A�����
"#��������! ��� $�3������� ��� 6���� +�������� *�� �$����3������ +#�+���� ��$ ��� ��� �����������
���+����P ���� ���#�$ )� ��6��$�$ �� #��*#� ��������� ������ ���� *����� $�3�������! 
�� ���� �*
��� "#�������� �����$ �� ���� ���+���2 ��� $�3������� 6���� �� �����#� �	��
 $��#����� ��� ��������$
�� K 4L! 	��*#� $�3������� �* +������� "#�������� �� +������� ��6���� ��������� ��� )� *�#�$ �� K 5L
��$ ����� �� +������ ��������� �� K 8L! 
�� $������������ "#��������2 �  �� ������$ �� ��� �� #���
���#�� ;��� ������� %! =2 +! >5<! 
#����� ��*�������� �� �$$�$ �� �����2 ��$ �� ��0� ������� )��.���
��� ��)���2 �� �++��+�����! ����� ���)��� #��$ ��� $�3��$ .����� ��� ���� ��)�� ;��� �����������
�� ��� ��$�� �* �++�������< ��$ �� ��� �����!
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��� ��	�� 	
� ����

��� ����� ��$ ���)��� ��������$�$ ���� ��� �� �6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	���
K(L ��$ ��� K,!)L!

 ��� �	���
� -�+������ �& ����  ����

��������� $. 	. / �
�+��� ����$������

�����$����� ����$������ ρP ϑP / �2  2 �
�+������� +���� � P ϑP ϕ �2  2  

����$������
6�������Q�$ ����$������ "2 " i ;������<
+������� ������ � � W $�xY	�yY/�z �
���6�� 
 �
�+����� ���)���?
���6�� �
)���$�� �
����:���� �2 δ
$������� �
��$�#� �
$������� �
+��� ���6�� �
���6�� �* ��� �

���� �2 ��2 � �2  
���#�� )2 (v) �3

+���� ��6�� α2 β2 γ2 ϑ2 ϕ2 !!! α W sHr ��$2  &
����$ ��6�� �2 ;ω< � W AHr2 ��2  &
����2 $#������ � �
+����$ � � W �/ � %
*��"#���� ν2 � ν W  H� �Q2 �−1

��6#��� *��"#���� ω ω W &�ν ��$ �−12 �−1 &2 (
�������������� τ 2 � τ W |$�H$ �� $ | �

���� ��������2
����0����� ����2
���� ��������

��6#��� �������� ω ω W $ϕH$� ��$ �−12 �−1 &2 ,
�������� �2 �2 �2 �2

.
� � W $�H$� � �−1

�+��$ �2 �2 02 
 � W |� | � �−1 4
������������ � � W $�H$� � �−2 5

; < �� ��3��������� ���� ��� )� ��6��$�$ �� � ������ �n$�2 .���� �n �� ��� #��� ������ ������ ��
��� +����!
;&< ��� #���� ��$��� ;��$< ��$ �����$��� ;��< *�� +���� ��6�� ��$ ����$ ��6�� ��� $�����$! ����� ����
��� �* $�������� ��� ;�!�! $������������<2 ���� ��� )� ����#$�$ �� �0+�������� *�� $�����$ �� #����
�* �++��+�����2 �� ������$ �* ������� ��$ ������6 �� ��� ���� �����)�!
;%< N �� ��� �#�)�� �* �$������� ;+����$��< ������ $#���6 ��� ���� t!
;(< ��� #��� �Q �� ��� �� )� #��$ *�� ��6#��� *��"#����!
;,< ��6#��� �������� ��� )� ������$ �� � ������2 ωωω2 +��+��$��#��� �� ��� +���� �* �������� $�3��$
)� vvv = ωωω × rrr!
;4< 
�� ��� �+��$� �* ��6�� ��$ ��#�$ ��� ���)�� 
 �� �#�������!
;5< 
�� ������������ �* *��� *��� ��� ���)�� � �� #��$!

 %
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��� ����� ��$ ���)��� ��������$�$ ���� ��� �� �6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	���
K(L ��$ ��� K,!�L! �$$������� "#�������� ��$ ���)��� #��$ �� ���#����� ��� )� *�#�$ �� K(2,!6L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

���� � :6
��$#��$ ���� μ μ = m1m2/ (m1 +m2) :6
$������2 ���� $������ ρ ρ = m/V :6 �−3

�������� $������ d d = ρ/ρ◦−   
�#�*��� $������ ρA2 ρS ρA = m/A :6 �−2

�+���3� ���#�� v v = V/m = 1/ρ �3 :6−1

������#� 	 	 = m� :6 � �−1

��6#��� ������#� 
 
 = �× 	 E � &
������ �* ������� I, J I =

∑
i
miri

2 :6 �2 %

*���� � � W $	H$t = m� �
������ �* *����2 � 2(
 ) � = �× � � �

���"#�
����6� E E
+�������� ����6� E�2 V 2 � E� = − ∫

�·$� E (
:������ ����6� E�2 T 2 K E� = (1/2)mv2 E
.��: W 2 A2 w W =

∫
�·$� E

+�.�� P P = � · � W $WH$t D
6�������Q�$ ����$����� q ;������<
6�������Q�$ ������#� p ;������<
��6���6� *#������ L L(q, q̇) = T (q, q̇)− V (q) E
�������� *#������ H H(q, p) =

∑
i
piq̇i − L(q, q̇) E

������ S S =
∫
L $t E � ,

+����#�� p, (P ) p = F/A ��2 � �−2

�#�*��� ������� γ, σ γ = $WH$A � �−12 E �−2

.��6�� G, (W,P ) G = mg �
6������������ �������� G F = Gm1m2/r

2 � �2 :6−2

; < 	�#���� ρ◦− = ρ;�2�2 ( ◦
<!
;&< ����� ���)��� ��� �#������� �� ������ ��$ �����#��� �+��������+� ;��� ������� &!42 +! &,<!
;%< �� 6������ ��� �� � ������ "#������? Iαα =

∑
imi

(
β2

i + γ2
i

)
2 ��$ Iαβ = −∑

imiαiβi �* α �= β2
.���� α2 β2 γ �� � +���#������ �* x2 y2 z! 
�� � ������#�#� ���� $�����)#���� ��� �#�� ��� ��+����$
)� ����6����!
;(< �������� �+��:��62 ���� +�������� ����6� $�A������� ���� +������� ��6��3�����2 ��#� ��� ����6���
�� �� )� �����+����$ �� � $�3���� ����6���2 *�� ��������

Ep(r1, r2) = −
∫ r2

r1

� · $�

�� +����)�� .��� ��� #++�� ����� ��3����

Ep(r) = −
∫ ∞

r
� · $�

;,< ������ �� ��� ���� ����6��� ���� ��� ��6���6� *#������ L2 .���� �� �"#������� ��
∫
p$q − ∫

H$t
;��� K >L<!

 (



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

������ ������ σ σ = F/A �� 4
����� ������ τ τ = F/A �� 4
������ ������2 ε, e ε = Δl/l  
�������� ����6�����

��$#�#� �* ����������2 E E = σ/ε �� 4
��#�6N� ��$#�#�

����� ������ γ γ = Δx/d  42 5
����� ��$#�#�2 G G = τ/γ �� 4


�#���)N� ��$#�#�
���#�� ������2 ϑ ϑ = ΔV/V0  4

)#�: ������
)#�: ��$#�#�2 K K = −V0 ($pH$V ) �� 4

���+������� ��$#�#�
���������2 η, (μ) τxz = η ($vxH$z) �� �
$������ ���������

C#�$��� ϕ ϕ = 1/η � :6−1 �
:�������� ��������� ν ν = η/ρ �2 �−1

$������ *������� *����� μ, (f) F����	 = μF
���  
��#�$ ����6� C#0 P, P
 P = $EH$t D
���#���� *������2

��C������ ρ ρ = P�/P0  8
�)���+���� α
, (α) α
 = 1− ρ  >
������������ τ τ = P	�/P0  8
$����+����� δ δ = α
 − τ  

;4< �� 6������ ����� ��� )� ������ "#��������!
;5< d �� ��� $������� )��.��� ��� ������ $��+����$ )� Δx!
;8< P0 �� ��� ����$��� ��#�$ ����6� C#02 P� ��� ��C����$ C#0 ��$ P	� ��� ����������$ C#0!
;>< ���� $�3������ �� �+����� �� ���#����� ��$ �� $�A����� *��� ��� #��6� �� ��$������2 .���� ���
�)���+���� *����� ������+��$� �� ��� ���#���� $����+����� *�����!

 ,



��� �
��������� 	
� �	$
�����

��� ����� ��$ ���)��� ��������$�$ ���� ��� �� �6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	���
K(L ��$ ��� K,!�L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�������� �#����� I, i �  
�������� �#����� $������$�������,� I =

∫
� · �n $� � �−2 &

�������� ����6�2 Q Q =
∫
I $t 
  

"#������ �* �����������
����6� $������ ρ ρ = Q/V 
 �−3

�#�*��� $������ �* ����6� σ σ = Q/A 
 �−2

�������� +�������� V, φ V = $W/$Q U2 E 
−1

�������� +�������� $�A������2 U 2ΔV,Δφ U = V2 − V1 U
�������� �������

������������� *���� E, E =
∮

(�/Q)·$� U
(Emf , EMK) %

�������� 3��$ �����6�� � � = �/Q = −∇∇∇V U �−1

�������� C#0 � � =
∫
� · eeen $� 
 &

�������� $��+�������� � ∇∇∇ ·� = ρ 
 �−2

��+�������� C C = Q/U 
2 
 U−1

+����������� ε � = ε� 
 �−1 (
�������� ��������2 ε0 ε0 = μ0

−1c0
−2 
 �−1 ,

+����������� �* ���##�
�������� +����������� ε� ε� = ε/ε0  4
$��������� +�����Q�����2 � � = �− ε0� 
 �−2

�������� +�����Q�����
;�������� $�+��� ������
+�� ���#��<

�������� �#���+��)����� χ� χ� = ε� − 1  
 �� ��+��9�#���+��)����� χ�

(2) χ�
(2) = ε0

−1 (∂2P/ ∂E2) 
 � E−12 � U−1 5
&�$ ��+��9�#���+��)����� χ�

(3) χ�
(3) = ε0

−1 (∂3P/∂E3) 
2 �2 E−22 �2 U−2 5

; < ��� �������� �#����� I �� � )��� "#������ �� ��7!
;&< eeen$A �� � ������ ������� �* ���� ;��� ������� &! 2 ����  2 +!  %<!
;%< ��� ���� ������������� *���� ��$ ��� ���)�� ��* ��� �� ���6�� ��������$�$2 ����� �� ��������
+�������� $�A������ �� ��� � *���� ;��� ������� &! %2 ����  (2 +! 5 <!
;(< ε ��� )� � �����$9���: ������!
;,< c0 �� ��� �+��$ �* ��6�� �� ���##�!
;4< ���� "#������ .�� *������� �����$ $��������� ��������!
;5< ��� ��+��9�#���+��)������� ��� ��� ���@������ �* ��� ���9������ ����� �� ��� �0+������ �* ���
��6���#$� P �* ��� $��������� +�����Q����� PPP �� +�.��� �* ��� �������� 3��$ �����6�� EEE2 "#��� ������$
�� ��� �0+������ �* ��� $�+��� ������ ������ $�����)�$ �� ������� &!,2 ����  52 +! &(! �� ������+��
��$��2 ��� �0+������ �* ��� ���+����� i �* ��� $��������� +�����Q����� �� 6���� )�

Pi = ε0[χ�(1)Ei + (1/2)χ�(2)E2
i + (1/6)χ�(3)E3

i + · · · ]
.���� Ei �� ��� i9�� ���+����� �* ��� �������� 3��$ �����6��2 ��$ χ�(1) �� ��� #�#�� �������� �#���+9
��)����� χ�2 �"#�� �� ε� − 1 �� ��� �)����� �* ��6��� �����! �� ��������+�� ��$��2 χχχ�(1)2 χχχ�(2)2 ��$
χχχ�

(3) ��� ������� �* ���: &2 %2 ��$ (! 
�� �� ������+�� ��$�#� ;�#�� �� � ��"#�$<2 �� *�� � ����9
��� .��� � ��������������� #��� ����2 χ�(2) �� Q��� )� ��������! ����� "#�������� ��� ��������+��
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 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�������� $�+��� ������ 	,μμμ 	 =
∑
i
Qi�i 
 � 8

��6����� C#0 $������2 � � = Q�×� � >
��6����� ��$#�����

��6����� C#0 � � =
∫
� · �n $� D) &

��6����� 3��$ �����6��2 � ∇×� = � � �−1

��6����Q��6 3��$ �����6��
+�����)����� μ � W μ� � �−22 � �−1  =
��6����� ��������2 μ0 μ0 = 4�× 10−7 � �−1 � �−1

+�����)����� �* ���##�
�������� +�����)����� μ� μ� = μ/μ0  
��6����Q����� � � = �/μ0 −� � �−1

;��6����� $�+���
������ +�� ���#��<

��6����� �#���+��)����� χ, κ, (χ�) χ = μ� − 1    
����� ��6����� �#���+��)����� χ� χ� = V�χ �3 ���−1

��6����� $�+��� ������ �,μμμ E = −� ·� � �22 E �−1

�������� ���������� R R = U/I Ω  &
���$#������ G G = 1/R �  &
���� ��6�� δ δ = ϕU − ϕI ��$  %
��������� X X = (U/I) sin δ Ω
��+�$����2 Z Z W R Y �X Ω

;���+��0 ��+�$����<
�$��������2 Y Y =  HZ �

;���+��0 �$��������<
�#���+����� B Y W G Y �B �
����������� ρ � = ρ� Ω �  (
���$#������� κ, γ, σ � = κκκ� � �−1  (2  ,
���*9��$#������ L E = −L($I/$t) �2 U � �−1

�#�#�� ��$#������ M,L12 E1 = −L12($I2/$t) �2 U � �−1

��6����� ������ +�������� � � =∇∇∇×� D) �−1

�������6 ������ � � = �×� D �−2  4

;5< ;������#�$< +��+������ ��$ ����������Q� � $��������� ��$�#� �� ��� ���� .�� ���� ��� �����9
���+�� "#�������� +�����Q�)����� (α) ��$ ��+��9+�����Q�)������� (β, γ) ����������Q� � �����#��! 
�� �
����6����#�2 ���#����$2 ������+�� $��������� ��$�#� �* ����� ���#�� Vm ��� ��� αm = ε0χ�Vm2
.���� αm = NAα �� ��� ����� +�����Q�)����� ;������� &!,2 ����  52 +! &( ��$ ������� &!5!&2 +! (=<!
;8< D��� � $�+��� �� ���+���$ �* �.� +���� ����6�� Q ��$ −Q ��+�����$ )� � $������� r2 ���
$�������� �* ��� $�+��� ������ �� ��:�� �� )� *��� ��� ��6����� �� ��� +������� ����6�! ��� �++�����
���������� �� ��������� #��$2 )#� �� �� )� $����#��6�$! ��� $�+��� ������ �* �� ��� $�+��$� ��
��� ������ �* ��� ���6��!
;>< ���� "#������ ���#�$ ��� )� �����$ /��6����� 3��$1!
; =< μ �� � �����$9���: ������ �� ��������+�� ���������!
;  < ��� ���)�� χ� �� ��������� #��$ *�� ��6����� �#���+��)�����2 )#� �� ���#�$ )� �������$ *��
����� ��6����� �#���+��)�����!
; &< �� � �������� .��� ��������� R = (U/I) ��� δ2 ��$ G = R/(R2 +X2).
; %< ϕI ��$ ϕU ��� ��� +����� �* �#����� ��$ +�������� $�A������!
; (< ���� "#������ �� � ������ �� ��������+�� ���������!
; ,< ��� 6���� ���� γ ��$ σ2 )#� ��� κ!
; 4< ���� "#������ �� ���� �����$ ��� �������69	��� ������!
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��� 	
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��� ����� ��$ ���)��� *�� "#�������� #��$ �� "#���#� ��������� ��$ ��������$�$ ���� ��� ��
�6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	��� K(L! ��� ����� ��$ ���)��� *�� "#�������� #��$
������ �� ��� 3��$ �* "#���#� ��������� ���� )��� ������ �� ��� )���� �* ��� �#����� +������� ��
��� 3��$! -#�$������ *�� ��� +����������� �* �����$���6���� ������� �� +#)��������� �* ���+#��������
���#��� ���� )��� +�������$ K&=L! � ���� �* �������� #��$ �� ����������� ��������� ��� )��� +#)�����$
)� �	��
 K& LP ��� ���� 
��+��� >2 +!  ,,!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

������#� �+������ 	̂ 	̂ = −i�∇∇∇ E � �−1  
:������ ����6� �+������ T̂ T̂ = −(�2/2m)∇∇∇2 E  
����������� �+������2 Ĥ Ĥ = T̂ +V̂ E  
�����������

.���*#������2 �, ψ, φ Ĥψ = Eψ ;�−3/2< &2 %
����� *#������

��$��6��9��:� ψnlm(r, θ, φ) ψnlm = Rnl(r)Ylm(θ, φ) ;�−3/2< %
.���*#������

�+������� �������� Ylm(θ, φ) Ylm = Nl|m|Pl
|m|(cos θ)eimφ  (

*#������
+��)�)����� $������ P P = ψ∗ψ ;�−3< %2 ,
����6� $������ ρ ρ = −eP ;
 �−3< %2 ,2 4

�* ���������
+��)�)����� �#����� � � = −(i�/2m)× ;�−2�−1< %
$������2 (ψ∗∇∇∇ψ − ψ∇∇∇ψ∗)
+��)�)����� C#0

�������� �#����� $������ � � = −e� ;� �−2< %2 4
�* ���������

����6������ ������� $τ $τ = $$ $	 $/ ;������<
�����0 ������� �ij 2 〈� |�| 1〉 Aij =

∫
ψi
∗Âψj$τ ;������< 5

�* �+������ Â
�0+�������� ���#� 〈A〉2 A 〈A〉 =

∫
ψ∗Âψ$τ ;������< 5

�* �+������ Â

; < ��� ����#�C�0 ;�� /���1<2 ̂ 2 ������ �� $�����6#��� �� �+������ *��� �� ��6�)���� "#������!
���� $�3������ �++���� �� � ����$����� ��+�����������2 .���� ∇∇∇ $������ ��� ��)�� �+������ ;���
������� (!&2 +!  =5<!
;&< 
�+���� ��$ ��.�� ���� ψ ��� �������� #��$ *�� ��� ����9$�+��$��� *#������ �(x, t) ��$ ���
��+���#$� *#������ ψ(x) ���+��������! ��#� *�� � ���������� ����� �(x, t) = ψ(x)�0+(−�Et/�)!
;%< 
�� ��� �������Q�$ .���*#������ �* � ���6�� +������� �� �����9$���������� �+��� ��� �++��+�����
�� #��� �� 6���� �� +����������! ���#��� �� "#���#� ���������2 ��.����2 ��� �������� �0+�����$ ��
����� �* ������ #���� ;��� ������� %!>! 2 +! >( ��$ ������� 5!% ;��<2 +!  (,P ��$ ��*������ K&&L<! �*
$��������2 ����6���2 ��6#��� �������2 ����6�� ��$ ������ ��� ��� �0+�����$ �� $������������ ������
r/a0, E/Eh2 Q/e2 ��$ m/me ���+��������2 ���� ��� "#�������� ��� $������������!
;(< Pl

|m| $������ ��� ���������$ ��6��$�� *#������ �* $�6��� l ��$ ��$�� |m|! Nl|m| �� � �������Q�����
*�����!
;,< ψ∗ �� ��� ���+��0 ���B#6��� �* ψ! 
�� �� ����9��������Q�$ n �������� .���*#������ � (r1, · · · , rn)2
��� ����� +��)�)����� $������ �* ��������� ��

∫
2 · · ·

∫
n�
∗
� $τ2 · · ·$τn2 .���� ��� ����6������ �0���$�

���� ��� ����$������ �* ��� ��������� )#� ���!
;4< −e �� ��� ����6� �* �� ��������!
;5< ��� #��� �� ��� ���� �� *�� ��� +������� "#������ � ���� ��� �+������ ��+�������!
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 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

��������� ���B#6��� Â
† (

A†
)
ij

= (Aji)
∗ ;������< 5

�* �+������ Â
����#����� [Â,B̂]2 [Â,B̂]− [Â,B̂] =ÂB̂ −B̂Â ;������< 8

�* Â ��$ B̂
��������#����� [Â,B̂]+ [Â,B̂]+ =ÂB̂ +B̂Â ;������< 8

�* Â ��$ B̂
��6#��� ������#� ��� ���
����
���2 ������� &!4! 2 +! %=

�+�������
�+�� .���*#������ αP β  >

�678(, 20,(7-,+* 0*3�5+, 59(0*1 :���;

������9��)���� )���� χr �−3/2 %
*#������

�����#��� ��)���� φi φi =
∑
r
χrcri �−3/2 %2  =

��#���) ����6��� Hrr2 αr Hrr =
∫
χr
∗Ĥχr$τ E %2  =2   

��������� ����6��� Hrs2 βrs Hrs =
∫
χr
∗Ĥχs$τ E %2  =2  &

����6� +�������� x −x = (α− E) /β   %
������+ ����6��� Srs2 S Srs =

∫
χr
∗χs$τ   =

����6� ��$�� qr qr =
n∑

i=1
bicri

2   (2  ,

)��$ ��$�� prs prs =
n∑

i=1
bicricsi   ,2  4

;8< ��� #��� �� ��� ���� �� *�� ��� +��$#�� �* ��� +������� "#�������� � ��$ %!
;>< ��� �+�� .���*#������� �* � ���6�� ��������2 α ��$ β2 ��� $�3��$ )� ��� �����0 �������� �* ���
z ���+����� �* ��� �+�� ��6#��� ������#�2 ŝz2 )� ��� ��������� 〈α | ŝz|α〉 = +(1/2), 〈β | ŝz|β〉 =
−(1/2), 〈β | ŝz|α〉 = 〈α | ŝz|β〉 = 0 �� #���� �* �. ��� ����� �������� �+�� .���*#������� �* �� ����
.��� ���� ��������� ��� $�����$ )� -���: ������� α2 β2 γ2 ���! �����$��6 �� ��� ���#� �*

∑
ms2

�������6 *��� ��� 6������� $�.� �� ��� �����!
; =< Ĥ �� �� �A������ ����������� *�� � ���6�� ��������2 i ��$ j ��)�� ��� �����#��� ��)�����2 ��$ r
��$ s ��)�� ��� ������ ��)�����! �� �F�:�� �� ������2 Hrs �� ��:�� �� )� ���9Q��� ���� *�� )��$�$
+���� �* ����� r ��$ s2 ��$ ��� Srs ��� ���#��$ �� )� Q��� *�� r �= s!
;  < ���� ���� ��� ���� /��#���) ����6���1 ��� � $�A����� ������6 �� ��� ������ ;.���� �� ��*���
�� ��� ����6� �* ��� ��)���� χr �� ��� 3��$ �* ��� �#����< *��� �������9
��: ������ $���#���$ )���.
;.���� �� ��*��� �� � �.�9�������� ��+#����� ����6���<!
; &< ���� �0+������� $�����)�� � )��$��6 ����������� )��.��� ������ ��)����� r ��$ s! 
�� ��
����9)��$��6 �����������2 ��� ������+��$��6 ��������� ����6��� �� 6���� )� ��� ��6����� ���#� �* ���
��������� ����6��� *�� ��� )��$��6 �����������!
; %< �� ��� ���+���� �++�������� �* �F�:�� ������ �� ��� � ��������� �* +����� ���B#6���$ ��$��9
���)���2 α �� ��:�� �� )� ��� ���� *�� ��� ���)�� �����2 ��$ β �� )� ��� ���� *�� ��� )��$�$
+���� �* ���)�� �����P �� �� ���� �#������� �� .���� ��� �F�:�� ���#��� $���������� �� ����� �* ���
$������������ +�������� x!
; (< −eqr �� ��� ���������� ����6� �� ���� r! qr �+���3�� ��� ������)#���� �* ��� n � ��������� �� ���
����� ����6� �� ������ r2 .���

∑
qr = n!

; ,< bi 6���� ��� �#�)�� �* ��������� .���� ���#+� � 6���� ��)���� ����6� ����� εiP *�� ���9$�6�������
��)�����2 bi ��� ��:� ��� ���#�� =2  2 �� &!
; 4< prs �� ��� )��$ ��$�� )��.��� ����� r ��$ s!
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���#��� �� "#���#� ��������� ��� ��+������ �0+�����$ �� ������ #���� ;��� ������� %!>! 2 +! >( ��$
������� 5!% ;��<2 +!  (,<! �� ��� ��������6 ��)��� �* ���� ������� ��� ���6���2 ����6���2 ������2 ����6��
��$ ��6#��� ������� ��� �0+�����$ �� $������������ ������ �� ��� ������+��$��6 ������ #����2 a02
Eh2 me2 e ��$ � ���+��������! ��#� ��� "#�������� )����� $������������2 ��$ ��� �� #��� ���#�� ��
�����*��� ������$!

 ��� �	���
 -�+������  ����

�����#��� ��)���� φi (μ)  5
�����#��� �+�� ��)���� φi (μ)α (μ)P  5

φi (μ)β (μ)
����� .���*#������ � � = (n!)−1/2 ‖φi (μ)‖  52  8
���� ����������� �* Ĥμ

���� Ĥμ = −(1/2)∇2
μ −

∑
A
ZA/rμA  52  >

� ���6�� ��������
���9�������� ����6����?
�0+�������� ���#� �* Hii Hii =

∫
φi
∗(1)Ĥ1

����φi(1)$τ1  52  >
��� ���� �����������

�.�9�������� ��+#�����
����6����?
��#���) ����6��� Jij Jij =

∫∫
φi
∗(1)φj

∗(2) 1
r12

φi(1)φj(2)$τ1$τ2  52 &=

�0����6� ����6��� Kij Kij =
∫∫

φi
∗(1)φj

∗(2) 1
r12

φj(1)φi(2)$τ1$τ2  52 &=
���9�������� ��)����

����6� εi εi = Hii +
∑
j

(2Jij −Kij)  52 & 

����� ���������� ����6� E E = 2
∑
i
Hii +

∑
i

∑
j

(2Jij −Kij)  52 & 2 &&

=
∑
i

(εi +Hii)

��#���) �+������ Ĵ i Ĵ iφj(2) =
〈
φi(1)

∣∣∣ 1
r12

∣∣∣φi(1)
〉
φj(2)  5

�0����6� �+������ K̂i K̂iφj(2) =
〈
φi(1)

∣∣∣ 1
r12

∣∣∣φj(1)
〉
φi(2)  5


��: �+������ F̂ F̂ =Ĥ
����

+
∑
i

(
2Ĵ i −K̂i

)
 52 & 2 &%

; 5< ��� ��$���� i ��$ j ��)�� ��� �����#��� ��)�����2 ��$ ������ μ �� ��� �#������  ��$ & ��)�� ���
�������� ����$������!
; 8< ��� $�#)�� �������� )��� $����� �� ����9��������Q�$ +��$#�� �* ��� ���#+��$ �����#��� �+�� ��9
)����� φiα ��$ φiβ ;��������� $�����$ φi ��$ φi<P *�� � �����$9����� ������ � .�#�$ )� � �������Q�$
������ $����������! ;nZ<−1/2 �� ��� �������Q����� *����� ��$ n ��� �#�)�� �* ���������!
; >< ZA �� ��� +����� �#�)�� ;����6� �#�)��< �* �#���#� �2 ��$ rμA �� ��� $������� �* �������� μ
*��� �#���#� �! Hii �� ��� ����6� �* �� �������� �� ��)���� φi �� ��� 3��$ �* ��� ����!
;&=< ��� �����9�������� ��+#����� ����6��� �� .������ �� �����#� ��������$ ���������? �� Jij = 〈ij|ij〉
��� 3��� ��$ ����$ ��$���� ��*�� �� ��� ��$�0 �* ��������  ��$ ��� �����$ ��$ *�#��� ��$���� ��
�������� &! �� Jij = (i∗i|j∗j)2 ��� 3��� �.� ��$���� ��*�� �� ��������  ��$ ��� �����$ �.� ��$����
�� �������� &! 	�#���� ��� *#������� ��� ���� ��$ ��� ����� ��� ������$! ��� �0����6� ����6��� ��
.������ �� �����#� ��������$ ��������� .��� ��� ���� ��$�0 ���������� �� $�����)�$? Kij = 〈ij|ji〉
�� Kij = (i∗j|j∗i)!
;& < ����� ��������� �++�� �� �����$9����� ������� ����2 ��$ ��� �#�� �0���$ ���� ��� ���#+��$
�����#��� ��)�����!
;&&< ��� �#� ���� j ����#$�� ��� ���� .��� j = i2 *�� .���� Jii = Kii, �� ���� ���� ���� �� ��� �#�
���+��3�� �� 6��� 2Jii −Kii = Jii!
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 -�+������  ����

������9��)���� )���� χr &(
*#������

�����#��� ��)���� φi φi =
∑
r
χrcri

������+ �����0 ������� Srs Srs =
∫
χr
∗χsdτ,

∑
r,s
cri
∗Srscsj = �ij

$������ �����0 ������� Prs Prs = 2
���∑
i
cri
∗csi &,

����6���� ���� ���
)���� *#�������?
���9�������� ����6���� Hrs Hrs =

∫
χr
∗(1)Ĥ1

����χs(1)dτ1

�.�9�������� ����6���� (rs|tu) (rs|tu) =
∫∫

χr
∗ (1)χs (1) 1

r12
χt
∗ (2)χu (2) dτ1dτ2 &42 &5

����� ���������� ����6� E E =
∑
r

∑
s
PrsHrs &,2 &5

+(1/2)
∑
r

∑
s

∑
t

∑
u
PrsPtu [(rs|tu)− (1/2) (ru|ts)]

�����0 ������� �*
��� 
��: �+������ Frs Frs = Hrs +

∑
t

∑
u
Ptu [(rs|tu)− (1/2) (ru|ts)] &,2 &8

;����� ������#�$<
;&%< ��� �������9
��: �"#������ ���$ (F̂ − εj)φj = 0! ���� ���� ��� $�3������ �* ��� 
��: �+������
�������� ��� �* ��� ��6��*#������� φi ����#6� ��� ��#���) ��$ �0����6� �+�������2 Ĵ i ��$ K̂ i!
;&(< ��� ��$���� r ��$ s ��)�� ��� )���� *#�������! �� �#������� ���+#������� ��� )���� *#�������
��� ������ ��:�� �� ������9��+� ��)����� ;���< �� �� -�#�����9��+� ��)����� ;-��<! �� ��� )����
*#������ �� �+������� +���� ����$������ ��� ��� 6������ *��� χ (r, θ, φ) = Nrn−1�0+(−ζnlr)Ylm (θ, φ)2
.���� ζnl �� � �����$��6 +�������� ��+��������6 ��� �A������ ����6� �� ��� ����� .��� "#���#�
�#�)��� n ��$ l! -�� *#������� ��� ��+������ �0+�����$ �� ��������� �+��� ����$������2 �� ��� *���
χ (x, y, z) = Nxaybzc exp

(−αr2)! 
�������2 � ������ ���)������� �* �#�� *#������� .��� ������6
�0+������ α �� #��$ �� �#�� � .�� �� �� ��$�� �� ���! N $������ � �������Q����� *�����!
;&,< 
�� �����$9����� �+����� .��� �.� ��������� +�� ���#+��$ ��)����! ��� �#� �0���$� ���� ���
���#+��$ �����#��� ��)�����! Prs ��� ���� )� �����$ ��� )��$ ��$�� )��.��� ����� r ��$ s!
;&4< ��� ���������$ �������� *�� �.�9�������� ����6���� ���� ��� )���� *#�������2 (rs|tu)2 �� )���$ ��
��� ���� ���������� �#�����$ �� ���� &=!
;&5< ���� ��� �.�9�������� ����6��� �� �0+�����$ �� ����� �* ����6���� ���� ��� �+����� ������9��)����
)���� *#�������! ��� �����0 �������� Hii 2 Jij 2 ��$ Kij ��� )� ��������� �0+�����$ �� ����� �*
����6���� ���� ��� �+����� ������9��)���� )���� *#������� �����$��6 �� ��� *����.��6 �"#������?

Hii =
∑
r

∑
s
cri
∗csiHrs

Jij = (i∗i|j∗j) =
∑
r

∑
s

∑
t

∑
u
cri
∗csictj∗cuj (r∗s|t∗u)

Kij = (i∗j|j∗i) =
∑
r

∑
s

∑
t

∑
u
cri
∗csictj∗cuj (r∗u|t∗s)

;&8< ��� �������9
��:9�������� �

 �"#������2 �0+�����$ �� ����� �* ��� �����0 �������� �* ���

��: �+������ Frs2 ��$ ��� ������+ �����0 �������� Srs2 ��:� ��� *���?∑

s
(Frs − εiSrs) csi = 0

& 



��� 	���� 	
� ��
���
��

��� ����� ��$ ���)��� ��������$�$ ���� ��� �� �6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	���
K(L ��$ ��� K,!�L! �$$������� "#�������� ��$ ���)��� #��$ �� ������2 �#����� ��$ +����� +������ ���
)� *�#�$ �� K(2,!BL!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�#����� �#�)��2 ���� �#�)�� A  
+����� �#�)��2 ������ �#�)�� Z  
��#���� �#�)�� N N = A− Z  
�������� ���� m� :6  2 &
���� �* ����2 ������ ���� m
,m :6
������ ���� �������� m� m� = m
(12
)/12 :6  2 %
���� �0���� � � = m
 −Am� :6
���������� ����6� e +����� ����6� 
 &
�����: �������� h E �
�����: �������� $���$�$ )� &� � � = h/2� E � &
'��� ��$�#� a0 a0 = 4�ε0�2/m�e

2 � &
������� ����6� E� Eh = �

2/m�a
2
0 E &

��$)��6 �������� R∞ R∞ = E�/2hc �−1

3��9���#��#�� �������� α α = e2/4�ε0�c  
����Q����� ����6� E�, I E (
�������� �@���� E�
, A E (
���������6������� χ χ = (1/2) (E� + E�
) E ,
$����������� ����6� E�, D E
*��� ��� 6��#�$ ����� D0 E 4
*��� ��� +�������� �����#� D� E 4

; < �����6�#� ���)��� ��� #��$ *�� ����� +�������� .��� �#)����+��? + *�� +�����2 � *�� ��#����2 �
*�� ����2 � *�� �#���#�2 ���!
;&< ���� "#������ �� ���� #��$ �� �� ������ #��� ;��� ������� %!>! 2 +! >( ��$ ������� 5!% ;��<2 +!  (,<!
;%< m� �� �"#�� �� ��� #��3�$ ������ ���� #���2 .��� ���)�� #2 �!�! m� = 1 # ;��� ������� %!52
+! >&<! ��� ���� $�����2 .��� ���)�� ��2 �� #��$ �� �� ����������� ���� *�� ��� #��3�$ ������
���� #��� K&%L!
;(< ��� ����Q����� ����6� �� *��"#����� �����$ ��� ����Q����� +�������� ;I�<! ��� �������� �@���� ��
��� ����6� ���$�$ �� $����� �� ��������!
;,< ��� �����+� �* ���������6������� .�� �����$#��$ )� �! ��#���6 �� ��� +�.�� �* �� ���� �� �
�����#�� �� ������� ��������� �� �����*! ����� ��� ������� .��� �* $�3���6 ���� "#������ K&(L! ���
��� 6���� �� ��� ��)�� ��� � ����� +������� ������6 �* ����6� ��$ �� $#� �� �! �! �#���:��! ���
���� *��"#����� #��$ �����2 $#� �� ��#���62 �� )���$ �� )��$ $����������� ����6��� Ed �� �U ��$ ��
�� �������� �� ��� ����� ���� ��� ���#�� ��� $������������ ��$ ���� ���� ���������6������� $�A�������
��� $�3��$! 
�� ����� � ��$ '

χ��� − χ��� =

√
E� (�')

�U
− 1

2
[E� (��) +E� ('')]

�U
.���� χ� $������ ��� ��#���6 �������� ���������6�������! ��� ����� �� ������ �� �� �� ��:� ���
�������� ���������6������� �* ��$��6�� χ��� = 2.1! ����� �� � $�@�#��� �� �������6 ��� ��6� �* ���
�"#��� ����2 .���� $��������� ��� ��6� �* χ��� − χ���! ��#���6 ��$� ���� ������ ���#�������!
;4< ��� ���)��� D0 ��$ D� ��� #��$ *�� $����������� ����6��� �* $������� ��$ +��������� �����#���!
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+�����+�� "#���#� �#�)�� n E = hcZ2R∞/n2  5
;��$��6��9��:� ����<

��6#��� ������#� ��� ���
����
���2 ������� &!4
"#���#� �#�)���

��6����� $�+��� ������ �,μμμ Ep = −� ·� E �−1 8
�* � �����#��

��6����Q�)����� ξ � = ξ� E �−2

�* � �����#��
'��� ��6����� μ� μ� = e�/2m� E �−1

�#����� ��6����� μ� μ� = e�/2m� = (m�/m�)μ� E �−1

6�����6����� �����2 γ γe = −geμB/� �−1 �−1 >
;��6����6���� �����<

�9*����� g, ge ge = −γe(2m�/e)   =
�#����� �9*����� g� g� = γN(2m�/e)   =
������ ��6#��� *��"#���� ωωω� ωωω� = −γBBB �−1   
������ *��"#���� ν� ν� = ω�/2� �Q
����0����� ����2

���6��#$���� T1 �  &
���������� T2 �  &

�������� $�+��� ������ 	,μμμ E� = −	 ·� 
 �  %
�* � �����#��

"#�$�#+��� ������ ���;��� E� = (1/2)��� :� ′′ = (1/3)��� :� ′′ 
 �2  (
�* � �����#��

;5< 
�� �� �������� �� ��� ������� ��#���) 3��$ �* �� ��3������ ����� �#���#� �* ������ �#�)�� Z!
;8< ��6����� ������� �* �+���3� +�������� ��� )� $�����$ )� �#)����+��2 �!6! μ�2 μ�2 μ
 *�� ��
��������2 � +�����2 ��$ � ��#����! ��)#����$ ���#�� #�#���� ��*�� �� ��� ��0��#� �0+�������� ���#�
�* ��� / ���+�����! U��#�� *�� ���)�� �#���� ��� 6���� �� ������� 4!%2 +!  & !
;>< ��� 6�����6����� ����� *�� � �#���#� �� γN = gNμN/�!
; =< 
�� ���������� �������2 ge > 0! e �� ��� ;+�������< ���������� ����6�2 �����*��� γe < 0! 
��
�#����2 γN ��$ gN ���� ��� ���� ��6�! � $�A����� ��6� ���������� *�� ��� ���������� g9*����� ��
$���#���$ �� K&,L!
;  < ���� �� � ������ "#������ .��� ��6���#$� ωL! ���� "#������ �� ��������� �����$ ������ ����#���
*��"#����!
; &< ����� "#�������� ��� #��$ �� ��� �����0� �* ���#������ �A���� �� �+��������+�2 +�����#�����
�+��9��������� �+��������+� ;��� ������� &!42 +! &5−&8<!
; %< ��� ������� &!42 ���� >2 +! &4!
; (< ��� "#�$�#+��� ������ �* � �����#�� ��� )� ��+�������$ ������ )� ��� ������ ���2 $�3��$ )�
�� ����6��� ���� ��� ����6� $������ ρ?

Qαβ =
∫
rαrβρ $V

�� .���� α ��$ β $����� x2 y �� z2 �� )� ��� ������ ��� �* ����� Q��� $�3��$ )�

�αβ = (1/2)
∫ (

3rαrβ − �αβ r
2
)
ρ $V W (1/2) [3Qαβ − �αβ (Qxx +Qyy +Qzz)]

� ′′ �� ��� �����$ $��������� �* ��� ���������� +��������?

Vαβ
′′ = −qαβ = ∂2V/∂α∂β

��� ������)#���� �� ��� +�������� ����6� �� ���� 6���� )�

Ep = (1/2)��� :� ′′ = (1/2)
∑
α

∑
β

QαβVαβ
′′

&%



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

"#�$�#+��� ������ eQ eQ = 2 〈�zz〉 
 �2  ,
�* � �#���#�

�������� 3��$ 6��$���� � qαβ = −∂2V/∂α∂β U �−2

������
"#�$�#+��� ����������� χχχ χαβ = eQqαβ E  4

����6� ������
�������� +�����Q�)����� ααα αab = ∂pa/∂Eb 
2 �2 E−1  5

�* � �����#��
 �� ��+��9+�����Q�)����� βββ βabc = ∂2pa/∂Eb∂Ec 
3 �3 E−2  5
&�$ ��+��9+�����Q�)����� γγγ γabcd = ∂3pa/∂Eb∂Ec∂Ed 
4 �4 E−3  5
�������� ;�* � ��$��9 A A = −$N�/$t '"  8

������ �#)������<
$���� ;����< ��������2 λ, k A = λN� �−1  8

$������6������ ;����<
��������

���* ��*� t1/2, T1/2 N�(t1/2) = N� (0) /2 �  82  >
���� ��*�2 ��*����� τ τ =  Hλ �  >
����� .�$�� � � = �/τ E
$������6������ ����6� Q E
����� ������� σ �2

�������.��: ����6� �* � QW QW ≈ Z(1− 4 sin2 θW)−N  &=
�#���#�

; ,< �#����� "#�$�#+��� ������� ��� �������������� $�3��$ �� � $�A����� .�� *��� �����#���
"#�$�#+��� �������! � ��� ��� $�������� �* �� ���� ��$ � �� ��� ���������� ����6�! �� �� ��:��
�� )� �.��� ��� ��0��#� �0+�������� ���#� �* ��� // ������ ������� ;��� ����  (<! ��� ���#�� �*
� *�� ���� �#���� ��� �����$ �� ������� 4!%2 +!  & !
; 4< ��� �#����� "#�$�#+��� ����������� ����6� ������ χχχ �� #�#���� "#���$ �� ��Q2 ������+��$��6
�� ��� ���#� �* eQq/h2 �����#6� ��� � �� #�#���� ������$!
; 5< ��� +�����Q�)����� ααα ��$ ��� ��+��9+�����Q�)������� βββ,γγγ, · · · ��� ��� ���@������ �� ��� �0+������
�* ��� $�+��� ������ 	 �� +�.��� �* ��� �������� 3��$ �����6�� � ;��� ������� &!%2 ���� 52 +!  4<!
��� �0+������ �* ��� ���+����� a �� 6���� )�

pa = p
(0)
a +

∑
b

αabEb + (1/2)
∑
bc

βabcEbEc + (1/6)
∑
bcd

γabcdEbEcEd + · · ·
�� .���� αab2 βabc2 ��$ γabcd ��� �������� �* ��� ������� ααα2 βββ2 ��$ γγγ �* ���: &2 %2 ��$ (2 ���+��������!
��� ���+������ �* ����� ������� ��� $�����6#����$ )� ��� �#)����+� ��$���� ��
· · · 2 �� ��$�����$ ��
��� $�3�������2 ��� 3��� ��$�0 � ��.��� $������6 ��� ���+����� �* !2 ��$ ��� �#)��"#��� ��$���� ���
���+������ �* ��� �������� 3��$! ��� +�����Q�)����� ��$ ��� ��+��9+�����Q�)������� �0��)�� ��������
+��+������! ��#� ααα �� �������� � ��������� ������2 ��$ ��� ���+������ �* βββ ��� Q��� *�� � �����#��
.��� � ������ �* ��������2 ���! U��#�� �* ��� +�����Q�)����� ��� �������� "#���$ �� ��� ���#�
αH(�ε02 .���� �� � ���#��! ��� ���#� �� �������� �0+�����$ �� ��� #��� [3 ;[ ���#�$ ��� )� #��$2
��� ������� &!42 ����   2 +! &5< �� �� ��� #��� a0

3 ;������ #����2 ��� ������� %!>! 2 +! >(<! �������
�������� �++�� �� ��� ��+��9+�����Q�)������� .��� β/(4�ε0)2 �� #���� �* a0

5e−12 ��$ γ/(4�ε0)3 ��
#���� �* a0

7e−22 ���!
; 8< N� �� ��� �#�)�� �* $������6 �������� ' ; '" W  �−12 ��� ������� %!(2 +! 8><!
; >< ���* ����� ��$ ���� ����� ��� �������� 6���� �� ����� ;#��� �<2 ��� ������� 5!&2 ���� (2 +!  %5!
t1/2 = τ �� & *�� �0+�������� $�����!
;&=< ��� �������.��: ����6� �* � �#���#� �� �++��0������� 6���� )� ��� ��#���� �#�)�� N ��$
��� +����� �#�)�� Z .��� ��� .��: ��0��6 ��6�� θW ;��� 
��+��� ,2 +!    <! �� �� ��+������ ��
����#������� �* ������ ��$ �����#��� +��+������ ����#$��6 ��� .��: �#����� ����������� K&4L!

&(



��# ������������

���� ������� ��� )��� �����$���)�� �0���$�$ ���+���$ .��� ��� ���6���� ���#�� K !�− !�L ��$ .���
��� ������+��$��6 ������� �� ��� �	��� $��#���� K(L! �� �� )���$ �� ��� ��������$������ �* ���
�
�	 E���� 
��������� *�� �+��������+� K&52 &8L ��$ �#����� +������� �� ��� 3��$ .���� �� .���
��+�������$ �� ��� )��:� )� ���Q)��6 K&>X% L! ��� �	��
 
��������� �� �����#��� ���#��#�� ��$
�+��������+� ��� ���� +#)�����$ ��������$������ .���� ���� )��� ��:�� ���� ����#�� K%&X(%L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

����� ���� T T = Etot/hc �−1  2 &
���������� .����#�)�� ν̃ ν̃ = T ′ − T ′′ �−1  
���������� *��"#���� ν ν = (E′ − E′′) /h �Q
���������� ���� Te Te = Ee/hc �−1  2 &
��)�������� ���� G G = Evib/hc �−1  2 &
���������� ���� F F = Erot/hc �−1  2 &
�+��9��)�� ��#+���6 �������� A Tso = A < 
̂ ·�̂ > �−1  2 %
+�����+�� ������� IA; IB; IC IA � IB � IC :6 �2

�* �������
���������� ���������2
�� .����#�)�� Ã; B̃; C̃ Ã = h/8�2cIA �−1  2 &
�� *��"#���� A;B;C A = h/8�2IA �Q

�������� $�*��� � � = IC − IA − IB :6 �2

��������� +�������� κ κ =
2B −A− C
A− C  (

������*#6�� $��������� ���������2
� ��$#����� DJ ;DJK ;DK ; d1; d2 �−1 ,
� ��$#����� �J ;�JK ;�K ; δJ ; δK �−1 ,

�������� ��)������ ωe;ωr �−1 4
.����#�)��

��)�������� ������������� ωexe;xrs; gtt′ �−1 4
��������

; < �� �+��������+� ��� #��� ��−1 �� ������ ��.��� #��$ *�� ��� "#������ .����#�)��2 ��$ ����
���#�� ��$ .����#�)��� ��.��� ��*�� �� ��� ����+����� .������6�� �* ��� �"#������� ��$������ ��
���##�! ��� ���)�� c �� ��� $�3������ E/hc ��*��� �� ��� �+��$ �* ��6�� �� ���##�! '���#��
/.����#�)��1 �� ��� � �#�)�� ��� �#66���� ��� #�� �* ��+������ �� +������� .��� .����#�)�� K,24L!
��� #�� �* ��� .��$ /.����#�)��1 �� +���� �* ��� #��� ��−1 �#�� )� ����$�$!
;&< ���� ���#�� ��$ ���������� ��������� ��� ��������� $�3��$ �� .����#�)�� #����
;�!6! T = E/hc<2 ��$ ��������� �� *��"#���� #���� ;�!6! T = E/h<! D��� ��� ���)�� �� �����.���
��� ����2 �� �� ���������� �� $�����6#��� .����#�)�� "#�������� .��� � ���$� ;�!6! ν̃, T̃ , Ã, B̃, C̃ *��
"#�������� $�3��$ �� .����#�)�� #����<2 �����#6� ���� �� ��� � #�������� +�������!
;%< 
̂ ��$ �̂ ��� �������� ��)���� ��$ �������� �+�� �+�������2 ���+��������!
;(< ��� D��6 ��������� +��������� ��� ���� #��$? *�� � ���� +������ ��+
bp = (C −B) / (2A−B − C)2 ��$ *�� � ���� �)���� ��+ bo = (A−B) / (2C −A−B)!
;,< � ��$ � ����$ *�� ��� ��������� ��$ ���������� ��$#������ �* ��� ���������� �����������
���+��������P ��� K((L *�� ���� $������ �� ��� �����#� +����)�� ��+������������ �* ��� ������*#6��
$��������� ���������!
;4< 
�� � $������� �����#��? G(v) = ωe

(
v + 1

2

) − ωexe

(
v + 1

2

)2 + · · · ! 
�� � +��������� �����#��
��� 3N − 6 ��)�������� ��$�� ;3N − 5 �* ������< ��� ��)���$ )� ��� ��$���� r, s, t, · · · 2 �� i, j, k, · · · !
��� ��$�0 r �� #�#���� ����6��$ �� )� ���������6 .��� $�����$��6 .����#�)��2 �������� �+����� )�

&,



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

��)�������� "#���#� vr; lt  4
�#�)���

��)�������� *#�$������� ν̃r, ν̃
0
r , νr ν̃r = T (vr = 1)− T (vr = 0) �−1 4

.����#�)��

������� ζ9�������� ζα

rs  5
��6#��� ������#� ��� ������� &!4! 2 +! %=
"#���#� �#�)���

$�6�������2 g, d, β  8
����������� .��6��

�������� $�+��� ������ 	,μμμ Ep = −	 ·� 
 � >
�* � �����#��

���������� $�+��� ������ �,� � W
∫
ψ∗ ′	 ψ′′ $τ 
 � >2  =

�* � �����#��

;4< ;������#�$< �������� �+����� �������6 .��� ��� ������� ��������� �+�����! ��� ��$�0 t �� :�+�
*�� $�6������� ��$��! ��� ��)�������� ���� *���#�� ��

G (v) =
∑
r
ωr (vr + dr/2) +

∑
r�s

xrs (vr + dr/2) (vs + ds/2) +
∑
t�t′

gtt′ ltlt′ + · · ·

������� ������ ���� *���#�� �� $�3��$ .��� ���+��� �� ��� ��)�������� 6��#�$ �����

T (v) =
∑
i
viν̃i

′ +
∑
r�s

xrs
′vrvs +

∑
t�t′

gtt′
′ltlt′ + · · ·

����� )���6 �������� #��$ �� ��� $��6���� �������� �* �A������ ��)�������� ������������!
;5< 
��"#����� ��� 
������� ��#+���6 ��������� ξαv′v .��� #���� �* ��−1 ��� #��$ �� �A������ �����9
������ ��������� ;α = x, y, z<! 
�� �.� *#�$������� ��)������� .��� �������� .����#�)��� ωr ��$
ωs ����� ��� ��������$ .��� ζrs

α )� ��� �"#����� ;vr = 1 ��$ vs = 1<

ξα
v′v = B̃α ζrs

α
[√

ωs/ωr +
√
ωr/ωs

]
.���� B̃α �� ��� α ���������� ��������! � ������� �"#����� �++���� .��� Bα �* ξαv′v �� $�3��$ �� �
"#������ .��� *��"#���� #����!
;8< d �� #�#���� #��$ *�� ��)�������� $�6�������2 ��$ β *�� �#����� �+�� $�6�������!
;>< Ep �� ��� +�������� ����6� �* � $�+��� .��� �������� $�+��� ������ 	 �� �� �������� 3��$ �* �����6��
�! �����#��� $�+��� ������� ��� �������� �0+�����$ �� ��� ���9�� #��� $�)��2 .����
 � ≈ %!%%, 4(× =−30 
 �! ��� �� #��� 
 � �� ������������ *�� �0+������6 �����#��� $�+���
�������2 .���� ���#��� �� ��� ������#�$ #�� �* ��� $�+������$ $�)�� (�)! � ���������� �����������
�� �� #�� ��� ������ #���2 ea0! ������� .�� �* �0+������6 $�+��� ������� �� �� "#��� ��� ��������
$�+��� ���6���2 lp = p/e2 �����6�#� �� ��� .�� ��� �#����� "#�$�#+��� ����� ��� "#���$ ;��� �������
&!,2 �����  ( ��$  ,2 +! &% ��$ &( ��$ ������� 4!%2 +!  & <! ���� 6���� ��� $������� )��.��� �.�
���������� ����6�� �* ��� �"#������� $�+��� ��$ ������� � ����� +���#�� �� �������� �� �����#���
$��������� ;��� ���� ������� &!%2 ���� 82 +!  5<!

��+��� ������ ��+��� ���6��
#$��!
�� �� �!#!

p/
 � p/� p/ea0 lp/+�
�
� %!4=× =−30 1.08 =!(&, 22.5
�2� 4!&%× =−30 1.87 =!5%4 38.9
��
� %!==× =−29 9.00 %!,( 187

; =< 
�� "#�������� $�����)��6 ���� ��$ )��$ ����������� ��� ������� &!52 +! %(−( !

&4



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

����������� $��������2   2  &
�"#���)��#� re �
Q���9+���� �����6� rz �
6��#�$ ����� r0 �
�#)����#���� ���#��#�� rs �

��)�������� ����$������2   
�������� Ri, ri, θj , ���! ;������<
�������� Sj ;������<
������

���� �$B#���$ Qr :61/2 �
$������������ qr  

��)�������� *���� ���������2
$������� f, (k) f = ∂2V/∂r2 E �−22 � �−1   2  %
+���������2

�������� ����$������ fij fij = ∂2V/∂ri∂rj ;������<
�������� ����$������ Fij Fij = ∂2V/∂Si∂Sj ;������<
$������������ ������ φrst···, krst···, �−1  (

����$������ Crst···
(,(75*0) .@�) *(.0)+)7( :��	; (,(75*0) @+*+2+?)(5�7 *(.0)+)7( :��	;A

6�����6����� ����� γ γ = μ/�
√
S(S + 1) �−1 �−1  ,

g9*����� g hν = gμBB   4
��+��3�� ��#+���6 ��������

�� ��"#�$� a,A Ĥhfs/h = a �̂ ·�̂ �Q  5
�� ����$� ��� Ĥhfs/h = �̂ ·��� ·�̂ �Q  5

;  < ����������� ;������#�����< $�������� ��$ ��)�������� $��+��������� ��� �������� �0+�����$ ��
��� ���9�� #��� \�6���T�2 .����  [ W  =−10 � W =! �� W  == +�! [ ���#�$ ��� )� #��$!
; &< ��� �����#� ���6���� $�A����� .��� �* ��+��������6 ����������� $��������2 $�����6#����$ )�
�#)����+��2 ������� $�A����� ��)�������� �����6��6 ������)#�����P ���� ��� $���#���$ �� K(,L2 .����
��� 6���������� ���#��#��� �* ���� *��� �����#��� ��� �����$! ���� ��� �"#���)��#� $������� re ��
�����+������ ���������2 �� � 6��$ �++��0�������! ��� �A������ $������� +�������� r0 �� ��������$
*��� ��� ���������� ��������� *�� ��� 6��#�$ ��)�������� ����� ��$ ��� � ���� ���+������$ +�������
��6��3����� *�� +��������� �����#���!
; %< 
���� ��������� ��� �������� �0+�����$ �� �$�� [−1 = �E [−2 *�� ���������6 ����$������2
�$�� [ W �E *�� )��$��6 ����$������2 ��$ �$�� W �E [−1 *�� �������9)��$ ������������! [ ���#�$
��� )� #��$ ;��� ����   <! ��� K(4L *�� *#����� $������ �� $�3������� ��$ �������� *�� *���� ���������!
; (< ��� *���� ��������� �� $������������ ������ ����$������ ��� #�#���� $�3��$ �� .����#�)��
#���� )� ��� �"#����� V/hc =

∑
φrst···qrqsqt · · · 2 .���� ��� �#������� ���� ��� ������ ����$�����

��$���� r, s, t, · · · �� #����������$!
; ,< ��� ��6���#$� �* γ �� �)�����$ *��� ��� ��6���#$�� �* ��� ��6����� $�+��� ������ μ ��$
��� ��6#��� ������#� ;�� ���? �������� �+�� SSS *�� � Σ9�����2 L = 0P �� ���? �#����� �+�� III<!
; 4< ���� 6���� �� �A������ g9*����� *�� � ���6�� �+�� ;S = 1/2< �� �� �0������ ������ 3��$ ;��� �������
&!,2 ����  =2 +! &%<!
; 5< Ĥhfs �� ��� ��+��3�� ��#+���6 �����������! �̂ �� ��� �������� �+�� �+������ .��� "#���#�
�#�)�� S ;��� ������� &!4! 2 +! %=<! ��� ��#+���6 ��������� a ��� #�#���� "#���$ �� ��Q2 )#� ����
��� ��������� "#���$ �� ��6����� ��$#����� #���� ;- �� �< �)�����$ )� $���$��6 )� ��� ����������
*����� gμB/h2 .���� ��� ��� �� #��� �QH�P geμB/h ≈ 28.025 -�Q �−1

(
= &!8=&, ��Q -−1

)
2 .����

ge �� ��� g9*����� *�� � *��� ��������! �* �� ��"#�$� ��� ��+��3�� ��#+���6 �� ������+��2 ��� ��#+���6
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)-7,(+* 2+?)(5�7 *(.0)+)7( :��	;A

������ ��6����� C#0 $������ �0 �  8
�* � ��� �+����������

��$��*��"#���� ��6����� �1,�2 �  8
C#0 $��������

�+��9�������� ����������� � �Q  >
������

�+��9�������� ��#+���6 CA �Q  >
�������� �* �#���#� �

$�+���� ����������� ������ � �Q  >
$�+���� ��#+���6 �������� DAB DAB =

μ0�

8�2

γAγB

r 3
AB

�Q  >
)��.��� �#���� �2 '

*��"#���� �����)��� �* � F1, F2P f1, f2 �Q
�.�9$���������� �+����#�

�#����� �+�� �+������ �̂A,�̂A  &=
*�� �#���#� �

"#���#� �#�)�� IA  
���������$ .��� �̂A

��$����� �+�� ��#+���6 ������ � �Q
�#����� �+��9�+�� ��#+���6 nJ �Q & 

����#6� n )��$�
��$#��$ �#����� �+��9�+�� KAB KAB =

JAB

h

2�
γA

2�
γB

�2 E−12 � �−2 �−3 &=
��#+���6 ��������

��6�����#� �* �̂Az mA  &&
�"#���)��#� ��������+�� �0 E �−1 �−3 &%

��6����Q����� +�� ���#��
�#����� "#�$�#+��� ������ eQ 
 �2 &(

; 5< ;������#�$< �������� �� � ������ a! �� ����$� ��� ��#+���6 �� ��������+��2 ��$ ��� ��#+���6
�������� �� � %×% ������ ���! ������� �������� �++�� �� ��� g9*����� ��$ �� ��� �����6�#� ���
+���������! � ���������� *�� ��� g9*����� ��� )��� +��+���$2 �� .���� ��� ��6� �* g �� +�������
.��� ��� $�+��� ������ �� +������� �� ��� ��6#��� ������#� ��$ ��6�����2 .��� �� �� ���� +�������!
�#�� � ������ .�#�$ ��"#��� ��� g9*������ *�� ��� �������� ��)���� ��$ �+�� ��6#��� ������� �� )�
��6����� K&,L ;��� ������� &!,2 ����  =2 +! &%<!
; 8< ��� �)������6 ;�1< ��$ ����$�����6 ;�2< ��$��*��"#���� C#0 $�������� ��� ���������$ .���
*��"#������ ν12 ν2 ��$ .��� �#������ ��6#��� *��"#������ �1,�2 ;���#�$ �12 �22 ���+��������<!
���� ��� $�3��$ ����#6� �1 = −γ�1 ��$ �2 = −γ�2 ;��� ������� &!%2 ����� 8 ��$ >2 +!  5<!
; >< ��� #���� �* ����������� �����6��� ��� �Q! �� ��� �����0� �* ����0����� ��� ����������� �����6���
���#�$ )� ��������$ �� ��6#��� *��"#���� #���� ;��$ �−12 )#� �������� $�����$ �−12 ��� ���� &,<!
;&=< �̂A, �̂A ���� ���+������ ÎAx, ÎAy, ÎAz �� ŜAx, ŜAy, ŜAz2 ���+��������! 
�� ������� .�� �*
$�3���6 ��6#��� ������#� �+������� .��� #��� E � ;��� ������� &!4! 2 +! %=<!
;& < ����������� ��� )� #��$ �� ��$����� ��� �+����� �* ��� �#���� ��#+��$2 �!6! J(13C, 1H) ��2
�$$���������2 ��� ��#+���6 +���2 �!6! J;��

<! D���� �� ��)�6#��� ������2 ��� �������� �������$
��� )�2 �������������2 6���� �� �#)����+��2 �!6! JCH! ��� �#���#� �* ��6��� ���� ���#�$ )� 6����
3���! ��� ���� �++���� �� ��� ��$#��$ ��#+���6 ��������!
;&&< M ������ ���� m �� *��"#����� ��������$�$2 )#� ���� ��� +������������ #�� m �� �� ��
����$ ���*#���� .��� ��6����Q�����!
;&%< ���� �� *�� � �+�� ������ �� ��� +������� �* � ��6����� C#0 $������ �0!
;&(< ��� ������� &!,2 �����  ( ��$  ,2 +! &% ��$ &(!
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�������� 3��$ 6��$���� � qαβ = −∂2V/∂α∂β U �−2 &,
�#����� "#�$�#+��� χ χ = eqzzQ/h �Q  >

��#+���6 ��������
���� $��������� *�� t1, t2 �

�.�9$���������� ���
�+��9������� ����0����� ���� T A

1 � &42 &5
;���6��#$����< *�� �#���#� �

�+��9�+�� ����0����� ���� T A
2 � &4

;����������< *�� �#���#� �
�+�� .���*#������� α;β &8
6�����6����� ����� γ γ = μ/�

√
I(I + 1) �−1 �−1  ,2 &>

�������� ���*� *�� ��� δA δA = (νA − νref)/νref  %=
�#���#� �

�#����� ������#��� ����������� η  % 
�#����� ��6����� μN μN = (me/mp)μB E �−1 %&
��������� *��"#���� ν �Q  8

�* � ��*������ �����#�� νref

�* ��� �)�����$ �* 3��$ ν1

�* ��� ����$�����6 �* 3��$ ν2

����$��$�Q�$ ��������� *��"#���� �A �Q %%
*�� �#���#� �

�����$��6 ������ σσσ  %(
�����$��6 �������� σA BA = (1− σA)B0  %(
����������� ���� τc � &4

;&,< ��� ���)�� � �� ��������$�$ )� �	��
 *�� ��� 3��$ 6��$���� ������2 .��� ��� #���� �*
U �−2 ;��� ������� &!,2 +! &(<! D��� � $�3��$ �� ���� .��2 ��� "#�$�#+��� ��#+���6 �������� ��
χ = eqzzQ/h! �� �� ������ �� ��� �� $����� ��� 3��$ 6��$���� ������ �� e� ��$ ��� "#�$�#+���
��#+���6 �������� �� χ = e2qzzQ/h! � ��� +�����+�� ���+������ qXX , qY Y , qZZ !
;&4< ��� ����0����� ����� ��$ ��� ����������� ����� ��� �������� 6���� �� ��� #���� �* �! ��������
�+��:��62 ���� ��*��� �� � ��$−1!
;&5< ��� �+��9������� ����0����� ���� �* �#���#� � �� ��� *���� �* ��*������ �������6 .��� �1 ��
$�����$ T1ρ

A!
;&8< ��� ������� &!(2 ���� >2 +!  >!
;&>< μ �� ��� ��6���#$� �* ��� �#����� ��6����� ������!
;%=< 
������� ���*� ;�* ��� ���������< *�� ��� �#���#� �* ������� � ;+������� .��� ��� ���+��
��������� �� ��6� *��"#���� �* ��� ��*������<P *�� �����������2 ��� K(5L! 
#����� ��*�������� ��6��$��6
�������2 ��*�������2 �� �#���#� �* �������� ��� )� 6���� )� �#+������+�� �� �#)����+�� �� �� +����������!
;% < ��� �#����� ������#��� �A���2 1 + η2 �� $�3��$ �� ��� ����� �* ��� ��6��� ��������� *�� ��� I
�#����� �+��2 �)�����$ #�$�� ���$������ �* ���#������ �* ��� S �#����� �+��2 ��$ ��� �"#���)��#�
��6��� ��������� *�� ��� I �#����� �+��!
;%&< me ��$ mp ��� ��� �������� ��$ +����� ����2 ���+��������! μB �� ��� '��� ��6����� ;���
������� &!,2 �����  ��$ &2 +! && ��$ 
��+��� ,2 +!    <!
;%%< ��������� *��"#���� *�� ��� �#���#� �* ������� � �� � ��6����� 3��$ �#�� ���� ��� +������ ��
����������������� ;���< �������� �0����� ��  == ��Q!
;%(< ��� ���)��� σA ;��$ ������$ ����� �* ��� �����$��6 ������ ��$ ��� ���+������< ���#�$ ��*�� ��
�����$��6 �� �� �)���#�� ����� ;*�� ����������� .��:<! 
�� �����$��6 �������� �� � ��*������2 ���)���
�#�� �� σA − σref ���#�$ )� #��$! BA �� ��� ������+��$��6 �A������ ��6����� C#0 $������ ;���
������� &!%2 ���� >2 +!  5<!

&>
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�� ��� *����.��6 ��)��2 ��� �* ��� �+������ ���)��� $����� ��� $������������ ����� ����
�� ��������
$���$�$ )� �! �����#6� ���� �� � #�������� +������� *�� ��� "#���#� �#�)���2 ���� �#����� #�� ���
�+������ ���)��� �� $����� ����
�� ��������2 �� .���� ���� ��� �+������� .�#�$ ���� �� #����? E �!
��� ���#�� ���$��6 /2,�$��1 $������ ��� �+���930�$ ���+�����2 ��$ ��� ���$��6 //,�$��1 $������
��� �����#��930�$ ���+����� ����6 ��� �������� �0�� ;������ �� ��������� ��+ �����#���<2 �� ���
�0�� �* "#����Q�����!

������� ������ �	���

�!������

����
�� ��������1 �	���
 ����
 2,�$�� /,�$��  ����

�������� ��)���� 
̂ L ML � &
��� �������� ���� �̂ l ml λ &

�������� �+�� �̂ S MS 	

��� �������� ���� �̂ s ms σ

�������� ��)���� +�#� �+�� 
̂+�̂ � = �+ 	 &
�#����� ��)���� ;����������< �̂ R KR, kR

�#����� �+�� �̂ I MI

�������� ��)��������
�+������� ��+ �̂ l (lζ) Kl %
����� �̂, �̂�� l (lζ) &2 %

�#� �* R+ L (+j) �̂ N K, k &
�#� �* N + S �̂ J MJ K, k &2 (
�#� �* J + I �̂ F MF

; < �� ��� ����� ��� ������ �+������ ��$ ��� ���+������ ��� ������$ �� ��� "#���#� �#�)��� )�
��6�����#� �"#����� �����6�#� ��?

�̂
2
ψ = J (J + 1)ψ, ĴZψ = MJψ, ��$ Ĵz ψ = Kψ,

.���� ��� ���+����� "#���#� �#�)��� MJ ��$ K ��:� ����6��� �� ���*9�$$ ���#�� �� ��� ���6�
−J � MJ � +J,−J � K � +J. ;�* ��� �+������ ���)��� ��� ��:�� �� ��+������ ����
��
��������2 ������ ���� ����
�� �������� $���$�$ )� �2 ��� ��6�����#� �"#������ ���#�$ ���$

�̂
2
ψ = J (J + 1) �

2ψ, ĴZψ = MJ�ψ2 ��$ Ĵzψ = K�ψ.) l �� *��"#����� �����$ ��� �Q��#���� "#��9
�#� �#�)�� ��$ ml ��� ��6����� "#���#� �#�)��!
;&< ���� �#�����2 ����)�� ���Q)��6 K&>X% L2 ����� ��� ���+����� "#���#� �#�)��� �,�, l ��$ K
�� ��:��6 +������� �� Q��� ���#�� ����2 �� ���� ���� ���9Q��� ���#� �* ��� "#���#� �#�)�� ��)��� �.�
.���*#������� .��� �++����� ��6�� *�� ��� �++��+����� ��6#��� ������#� ���+�����! D��� ����
�� $���2 ��.�� ���� k �� �������� ��6��$�$ �� � ��6��$ "#���#� �#�)��2 ������$ �� K )� K = |k|!
��.����2 �� ����������� $���#������ ��� ���+����� "#���#� �#�)��� ��� #�#���� ������$ �� ��6��$2
��:��6 )��� +������� ��$ ��6����� ���#��!
;%< ����� �� �� #��*��� ���������� *�� $������6 ��� �������� ��)�������� ��6#��� ������#�P j, π, p
��$ G ���� ��� )��� #��$! 
�� ��������� ��+ ��$ ������ �����#��� ��� ���+����� �* j �� ���
�������� �0�� �� ��.��� $�����$ )� ��� "#���#� �#�)�� l2 .���� l ��:�� ���#�� �� ��� ���6�
−v � l � +v �� ���+� �* &! ��� ������+��$��6 ���+����� �* ��6#��� ������#� �� ���#���� lζ�2
������ ���� l�2 .���� ζ �� ��� 
������� ζ9�������� ;��� ���� 52 +! &4<!
;(< ���������� ��+ ���������� ������ ��� ��)���$ )� ��� ���#� �* J ;�� N �* S �= 0<2 .��� �#)����+��
Ka,Kc, .���� ��� ������ ��������� .��� ��� K = |k| "#���#� �#�)�� �)�#� ��� a ��$ c �0�� �� ���
+������ ��$ �)���� ��������� ��+ ������ ���+��������!

#$��!
� JKa,Kc = 52,3 *�� � +�����#��� ���������� �����!

%=



�'�'� �1230,. /0* .122(5*1 0@(*+50*. +)> ,+3(,. /0* .122(5*1 .@(7�(.

:�; �122(5*1 0@(*+50*. �) .@+7(<=
(> 700*>�)+5(. K( 2 (8L
�$������ E
+���#������ P 2 p
�+���930�$ ��������� E∗2 ;P <
+���#������9��������� P ∗ (= PE∗)2 p∗

��� +���#������ �+������� P +���#��� ��� ��)��� �* �$������� �#����!

#$��!
� �� ��� ��3 �����#��2 �* ��� ��$��6�� �#���� ��� ��)���$  2 & ��$ %2 ���� P = (123)
.�#�$ ���)���Q� ��� +���#������ .����  �� ��+����$ )� &2 & )� %2 ��$ % )�  !

��� ��������� �+������� E∗ �������� ��� ��6� �* ��� +������� ����$������ �� ��� �+���930�$ ���6��2
�� �� ��� �����#��930�$ ������ �* ���� �* ����������� ��� )��� ��+�����$! �� �� ���� �����$ ���
+����� �+������ ��$ ���� *��"#����� $�����$ )� P 2 �����#6� ���� ������ )� $��� �� +������� .���
P *�� +���#������2 .���� ���� ���#�$ )� $�����$ )� ��.�� ���� p! �� 3��$9*��� �+��� ��$ �� ���
�)����� �* +����� ��������� K&4L2 ��#� ��6��*#������� �* ��� ����������� ��� ������ �* +������� +�����
Y ;#�����6�$< �� �* ��6����� +����� − ;����6� ��6�< #�$�� E∗. ��� ��)�� ��� )� #��$ �� $�����6#���
��� �.� ������ $�6������� ���+������ *����$ )� �9$�#)���6 ;�� � $�6������� ���������� �����< ��
l9$�#)���6 ;�� � $�6������� ��)�������� �����< �� ������ �����#���2 �� )� K9$�#)���6 ;���������9
$�#)���6< �� ���6���� ���������� ��+�! 
�� ������ �����#���2 �9 �� l9$�#)��$ ���+������ ��� ����
)� $�����6#����$ )� ��� ��)��� � �� * K(>LP *�� ���6��� ������ ����� ������+��$ ���+�������� �� +����� +
�� − *�� J ���� ��$ ���� ����� *�� J �$$ ;)#� ��� K(>L<! 
�� ������ �����#��� �� $�6������� ����������
������ ��� �9$�#)��$ ������ ��� ������������� )� ��)���$ Π(A′) �� Π(A′′) (�� Δ (A′) 2 Δ (A′′) ���!)
K,=L! ���� ��� ��)��� A′ �� �′′ $�����)� ��� �������� �* ��� ���������� .���*#������ �� ��6� J
.��� ���+��� �� ��C������ �� ��� +���� �* �������� ;)#� ��� K,=L *�� *#����� $������<! ��� �′ ��
�′′ ��)��� ��� +�����#����� #��*#� *�� ��� ����������� �* ������ �* �����#��� �������$ �� ��������� ��
+����$�����������!

�� �������� �� +���#������9��������� �������� �+����� ��� �#+������+� + �� − ��� )� #��$ ��
$���6���� +�����2 .������ � ������ �� #��$ �� $���6���� �������� .��� ���+��� �� ��� +���#������
6��#+! ��� ��� ���� #�� ��� ���������� �������� *��� ��� ������ �* ��� ��������� 6��#+ ;+���#9
������ 6��#+< Sn K, L2 ��� +���#������ ��������� 6��#+ )���6 $�����$ )� Sn

∗ �� ���� ����2 �* ���
�����$��� ��� *#�� +���#������ 6��#+! ��� �+����� �� ���� 6���� )� ��� +�������� P (Sn) K,&X,(L! ���
�0��+��� 6��� ��� �+����� *�� S4

∗2 .���� ��� +�������� �� �������������� 6���� �� �"#��� )���:��� K L!

���������� .��� ���+��� �� ����� ���)��� ����� ���� ;K&!)L ��$ K%>X( 2 , X,(L<!

#$��!
�� �+
1 ������� ��������� �+����� .��� ���+��� �� +���#������2 +������� +�����2 K(L+

�−1 ������� ��������� �+����� .��� ���+��� �� +���#������2 ��6����� +�����2 K(L−

�+ $�#)�� $�6������� �+����� .��� ���+��� �� +���#������2 +������� +�����2 K&2L+

�− $�#)�� $�6������� �+����� .��� ���+��� �� +���#������2 ��6����� +�����2 K&2L−


+
1 ���+�� $�6������� �+����� .��� ���+��� �� +���#������2 +������� +�����2 K&2 2L+


−1 ���+�� $�6������� �+����� .��� ���+��� �� +���#������2 ��6����� +�����2 K&2 2L−

��� �������9��#6#�� ���)��� �* �������� �+�������� #��$ *�� �������� ��� 6���� �� ������� &!8! 
;��<2 +! ((!

:��; �122(5*1 0@(*+50*. �) 20,(7-,(<=
(> 700*>�)+5(. :�79B)C�(. .1230,.; K&>X% L

�$������ E
�������� )� 2�/n Cn

��C������ σ, σv, σd, σh

��������� i
��������9��C������ Sn (= Cnσh)

% 



�* Cn �� ��� +������ �0�� �* ��������2 .���*#������� ���� ��� #�����6�$ �� ����6� ��6� #�$��
��� �+������ Cn ��� 6���� �+����� ��)��� � �� ' ���+��������2 ��$ �����.��� .���*#������� ����
��� �#���+���$ )� �0+(±2��s/n) ��� 6���� ��� �+����� ��)�� �s! D���*#������� ���� ��� #�����6�$
�� ����6� ��6� #�$�� i ��� ��)���$ 6 ;6���$�< �� # ;#�6���$�< ���+��������! D���*#������� ����
��� #�����6�$ �� ����6� ��6� #�$�� σh ���� �+����� ��)��� .��� � +���� ′ �� � $�#)�� +���� ′′2
���+��������! 
�� ���� $������$ �#��� ��� K&8X% L!

�'�'� �59(* .1230,. +)> 70)�()5�0). �) 0@5�7+, .@(75*0.70@1

:�; �(*2 .1230,. /0* +502�7 .5+5(.
��� ���������� ������ �* ����� ��� ��)���$ )� ��� ���#� �* ��� "#���#� �#�)�� L *�� ��� �����! ���
���#� �* L �� ��$�����$ )� �� #+��6�� ��+���� ������? �2 �2 �2 
2 -2 �2 �2 ��$ J2 · · · 2 ��� #��$ *��
L W =2  2 &2 %2 (2 ,2 42 ��$ 52 · · · 2 ���+��������! ��� ������+��$��6 ��.�� ���� ������� ��� #��$ *��
��� ��)���� ��6#��� ������#� �* � ���6�� ��������! 
�� � ����9�������� ����2 ��� �������� �+��
�#���+������ (2S + 1) ��� )� ��$�����$ �� � ��*�9���$ �#+������+� �� ��� ������2 ��$ ��� ���#� �* ���
����� ��6#��� ������#� J �� � ��6��9���$ �#)����+�! �* ������ L �� S �� Q��� ���� ��� ���#� �* J
�� +����)��2 ��$ ��� �#)����+� �� ���� #�#���� �#++�����$! 
������2 ��� �������� ���36#������ �* ��
���� �� ��$�����$ )� 6����6 ��� ���#+����� �* ���� ���9�������� ��)���� �� �� ��� �0��+��� )���.!

#$��!
�� '? (1�)2 (2�)2 ;&+<12 2�◦1/2


? (1�)2 (2�)2 (&+)2, 3�0

�? ( �)2 (&�)2 ;&+)3, 4�◦

� ��6�� �#+������+� o ��� )� #��$ �� ��$����� �$$ +����� ;��6����� +����� −<! �������� �* ��� �#9
+������+� e �� ���� �� )� �����+����$ �� ���� +����� ;+������� +����� +<! �� ��$�� �� ����$ ��)�6#�����
�� ��� )� #��*#� �� ��.��� $���6���� +����� )� + �� − �� � ��6�� �#+������+� ;�!�! 4�−3/2 *�� � ��$
3�+

0 *�� 
<!

:��; �(*2 .1230,. /0* 20,(7-,+* .5+5(.
��� ���������� ������ �* �����#��� ��� ��)���$ )� ��� �������� �+����� ��)�� �* ��� .���*#������ ��
��� �����#��� +���� 6��#+! ����� ���#�$ )� ����� �� -���: #+��6�� ��+���� �������! �� *�� �����2
��� �+�� �#���+������ (2S + 1) ��� )� ��$�����$ )� � ��*� �#+������+�! 
�� ������ �����#��� ��� ���#�
�* � (= �+ 	) ��� )� �$$�$ �� � ��6�� �#)����+� ;�����6�#� �� J *�� �����<! �* ��� ���#� �* � ��
��� �+���3�$2 ��� ���� ���)�� �� ��:�� �� ��*�� �� ��� ���+����� ������2 ��$ � ��6�� �#)����+� � ��
� ��� )� �$$�$ �� ��$����� ���� ��� ���+������ ��� ��6#��� ;����6� ��������� .��� �) �� �������$
;����6� $�������� .��� �< ���+��������!

��� ���������� ������ �* �����#��� ��� ���� 6���� ��+������ ���6�� ������ ��)��� �� *����.�! ���
6��#�$ ���������� ����� �� ��)���$ ]2 �0����$ ������ �* ��� ���� �#���+������ ��� ��)���$ �2 '2 
2 · · · 2
�� �����$��6 ��$�� �* ����6�2 ��$ �0����$ ������ �* $�A����� �#���+������ ��� ��)���$ .��� ��.�� ����
������� �2 )2 �2 · · · ! �� +��������� �����#��� ;)#� ��� $������� �����#���< �� �� �#������� �� �$$
� ���$� ;�!6! X̃< �� ����� ��+������ ��)��� �� +������ +����)�� ���*#���� .��� ��� �������� �+�����
��)��!


������ ��� ���9�������� ��)����� ��� ��)���$ )� ��� ������+��$��6 ��.�� ���� �������2 ��$ ���
�������� ���36#������ �� ��$�����$ �� � ������ �����6�#� �� ���� *�� �����!

#$��!
�� ��� 6��#�$ ����� �* 
� �� (1�)2 (2�)2 (3�)2 (1�)12 X 2Πr, �� .���� ��� 2Π1/2

���+����� ���� )���. ��� 2Π3/2 ���+�����2 �� ��$�����$ )� ��� �#)����+� �
*�� ��6#���!

%&



#$��!
�� ;������#�$<
��� 6��#�$ ����� �* �� �� (1�)2 (2�)2 (3�)2 (1�)32 ] 2Πi2 �� .���� ��� 2Π3/2

���+����� ���� )���. ��� 2Π1/2 ���+�����2 �� ��$�����$ )� ��� �#)����+� �
*�� �������$!

��� �.� ��.��� ���������� ������ �* 
�2 ��� · · · (2�1)2 (1)2)2 (3�1)2 , ^ 1�1,

· · · (2�1)2 (1)2)2 (3�1)1 (1)1)1 , ]̃ 3'1.

��� 6��#�$ ����� �* 
6�6 ;)��Q���< �� · · · (�2u)
2 (�1g)4, X̃ 1�1g.

��� ��)�������� ������ �* �����#��� ��� #�#���� ��$�����$ )� 6����6 ��� ��)�������� "#���#�
�#�)��� *�� ���� ������ ��$�!

#$��!
�� 
�� � )��� ��������� �����#��
(0, 0, 0) $������ ��� 6��#�$ �����2
(1, 0, 0) $������ ��� �1 �����2 �!�! v1 = 1, ��$
(1, 2, 0) $������ ��� �1 + 2�2 �����2 �!�! v1 = 1, v2 = 22 ���!

:���; �05+5�0) /0* .@(75*0.70@�7 5*+).�5�0).
��� #++�� ��$ ��.�� ������ �* � �+��������+�� ���������� ��� ��$�����$ )� � +���� ′ ��$ $�#)�� +����
′′ ���+��������!

#$��!
� hν = E′ − E′′
����������� ��� 6�������� ��$�����$ )� 6����6 ��� �0����$9����� ��)��2 *����.�$ )� ��� 6��#�$9

����� ��)��2 ��+�����$ )� � $��� �� �� ����. �� ��$����� ��� $�������� �* ��� ���������� ;�������� ��
��� ��6��2 �)���+���� �� ��� ��*�<!

#$��!
�� '−� ��$������ � ���������� )��.��� � ��6��� ����6� ����� '
��$ � ��.�� ����6� ����� �;

'→� ��$������ �������� *��� ' �� �;
'←� ��$������ �)���+���� *��� � �� ';
�→' ��$������ ���� 6�������� � ���������� *��� ��� ������� ����� �

�� 3��� ����� ' �� :������� ;��� ������� &! &2 +! 4%<P
(0, 2, 1)← (0, 0, 1) ��)��� ��� 2�2 + �3 − �3 ��� )��$ �� � )��� ��������� �����#��!

� ���� ���+��� �������� K,,L ��� )� #��$ �� ��)�� ��)����� ;�� ��)��������< ����������� ��
+��������� �����#��� .��� ���� ������ ��$��2 �� .���� ���� ��)������ ��$�0 r �� 6���� � �#+��9
����+� v′r ��$ � �#)����+� v′′r ��$������6 ��� #++�� ���������� ��$ ��� ��.�� ���������� ����� ���#�� �*
��� ��)�������� "#���#� �#�)��! D��� v′r = v′′r = 0 ��� ������+��$��6 ��$�0 �� �#++�����$!

#$��!
�� 11
0 $������ ��� ���������� ; 2=2=<−;=2=2=<P

22
0 31

1 $������ ��� ���������� ;=2&2 <−;=2=2 <!
�� ��$�� �� $����� ����������� .����� ��� ���� ���������� ����� ��� ��� #�� �����0 �������� ��

�� ����.!
#$��!
� &20 �� &2←0 $������ � ��)�������� ���������� .����� ��� ���������� 6��#�$ ����� *���

v2 = 0 �� v2 = 2!


�� ���������� �����������2 ��� ���#� �* ΔJ = J ′ − J ′′ �� ��$�����$ )� � ������ ��)�����6 ���
)������� �* � ���������� )��$? ΔJ = −2,−1, 0, 1, ��$ 2 ��� ��)����$ �� ��� �9)�����2 �9)�����2
79)�����2 �9)�����2 ��$ �9)����� ���+��������! ��� ����6�� �� ����� "#���#� �#�)��� ;�#�� ��
K *�� � ��������� ��+2 �� Ka ��$ Kc *�� �� ���������� ��+< ��� )� ��$�����$ )� �$$��6 ��.��
���� ������� �� � ��*� �#+������+� �����$��6 �� ��� ���� �#��!

#$��!
� p7 ��)��� � /+9��+� 79)�����1 �� � ��������� ��+ �����#��2 �!�! ΔK = −1, ΔJ = 0!

��� ���#� �*K �� ��� ��.�� ����� �� ��$�����$ �� � ��6�� �#)����+�2 �!6! p7K′′ �� p72;,< ��$������6
��� ���������� *��� K ′′ = 2 �� K ′ = 12 ��� ���#� �* J ′′ )���6 �$$�$ �� +����������!

%%
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��� "#�������� ��$ ���)��� 6���� ���� ���� )��� �������$ �� ��� )���� �* ��������$������ )�
�	��� K(L2 ��� K,!*L2 ��$ �	��
 K,4X,>L2 �� .��� �� )� ��:��6 ���� ����#�� ��� +������� �� ���
3��$ �* ����� +������! ����� #��$ �� +������������� K4=L ���� )��� �����$���$ �� .���2 )#� $�3��9
����� ����� ����! ����� #��$ �� ��6� ����6� ����Q��6 ���������6����� ��$������2 ��$������ ���������2
��$�����������2 ��$ �#����� ��������� ��� ��� ����#$�$ �� $���#���$!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

.������6�� λ �
�+��$ �* ��6��
�� ���##� c� c� = 299 792 458 � �−1 � �−1  
�� � ��$�#� c c = c�/n � �−1  

.����#�)�� �� ���##� ν̃ ν̃ = ν/c� = 1/λ �−1 &

.����#�)�� σ σ = 1/λ �−1

;�� � ��$�#�<
*��"#���� ν ν = c/λ �Q
��6#��� *��"#����2 ω ω = 2�ν �−12 ��$ �−1

+#��������
��*������� ��$�0 n n = c0/c  
�����: �������� h E �
�����: �������� $���$�$ )� &� � � = h/2� E �
��$���� ����6� Q,W E %
��$���� ����6� $������ ρ, w ρ = $Q/$V E �−3 %
�+������ ��$���� ����6� $������ %
�� ����� �* *��"#���� ρν , wν ρν = $ρ/$ν E �−3 �Q−1

�� ����� �* .����#�)�� ρ
eν , weν ρ

eν = $ρ/$ν̃ E �−2

�� ����� �* .������6�� ρλ, wλ ρλ = $ρ/$λ E �−4

��$���� +�.�� ;��$���� ����6� P,� P = $Q/$t D %
+�� ����< %

��$���� ��������� Ie Ie = $P/$� D ��−1 %2 (
��$���� �0������� M M = $P/$A������ D �−2 %2 (

; < D��� ����� �� �� ���: �* ��)�6#��� ��� �#)����+� $������6 ���##� �� �*��� ������$! n $������
��� ��*������� ��$�0 �* ��� ��$�#�!
;&< ��� #��� ��−1 �� .�$��� #��$ *�� ��� "#������ .����#�)�� �� ���##�!
;%< ��� ���)��� *�� ��� "#�������� �#�� �� ������� �����	 ��$ ��������	 ��� ���� #��$ *�� ��� ���9
���+��$��6 "#�������� ���������6 ����)�� ��$������2 �!�! �#����#� "#�������� ��$ +����� "#��������!
�#)����+�� � *�� ����6����2 � *�� ����)��2 ��$ + *�� +����� ��� )� �$$�$ .������� ���*#���� )��.���
����� "#�������� ��6�� �����.��� ���#�! ��� #���� #��$ *�� �#����#� "#�������� ��� $�����$ *��� ���
)��� #��� ���$��� (�$) ;��� ������� %!%2 +! 85<!

#$��!
�� ��$���� ��������� I�, I� = $P/$�2 �� #���? D ��−1

�#����#� ��������� I�, �� #���? �$
+����� ��������� I�, �� #���? �−1 ��−1

��� ��$���� ��������� I� ���#�$ )� $�����6#����$ *��� ��� +���� ��������� �� ����$����� I
;��� ���� ,<! �$$������� �#)����+�� �� $�����6#��� �)���)�$ ;�)�<2 ����������$ ;��< �� ��C����$
;��C< "#�������� ��� )� �$$�$2 �* ���������!
;(< ��� ��$���� ��������� �� ��� ��$���� +�.�� +�� ����$ ��6�� �� ��� $�������� �* ��� +���� *��� .����
��� ��#��� �� )���6 �)�����$! ��� ��$���� �0������� �� ��� ����� ������$ ��$���� +�.�� +�� ����
Asource �* ��� ��$������ ��#���2 *�� ��� .������6���! ��� ��$����� �� ��� ��$���� ��������� +�� ���� �*

%(
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��$����� L I� =
∫
L cos� $A������ D ��−1 �−2 %2 (

���������2 ����$����� I, E I = $P/$A D �−2 %2 ,
�+������ ���������2 I

eν , Eeν I
eν = $I/$ν̃ D �−1 4

�+������ ����$�����
C#���� F, (H) F =

∫
I$t =

∫
;$PH$A)$t E �−2 5

�������� ���@�����2 82 >
�+�������#� �������� Aij $Nj/$t = −∑

i
AijNj �−1

����#����$ �� ��$#��$
�������� Bij $Nj/$t = −

∑
i

ρ
eν(ν̃ij)BijNj � :6−1

�)���+���� Bji $Ni/$t = −
∑

j

ρ
eν(ν̃ij)BjiNi � :6−1

����������2 ��������� ε ε = M/Mbb   =
���*��9'���Q���� �������� σ Mbb = σT 4 D �−2 J−4  =
O���$#� ;����#6�+#�2 E, (e) E = A� = P/L �2 ��   

��6�� 6�������6 +�.��<

;(< ;������#�$< ��$������ ��#���P � �� ��� ��6�� )��.��� ��� ������ �� ��� ���� ������� ��$ ���
$�������� �* �)��������� �� ���� *��� ��� ��#���!
;,< ��� ��������� �� ����$����� �� ��� ��$������ +�.�� +�� ���� ���� �� �������$ �� � �#�*���! ���������2
���)�� I2 �� #�#���� #��$ �� $���#������ ��������6 ���������$ )���� �* ��6��2 �� �� �++��������� �*
��� '���9���)��� ��. *�� �+����������� ��������! ��������� �* ���������6����� ��$������ ��� ���� )�
$�3��$ �� ��� ��$#�#� �* ��� �������6 ������ ;��� ������� &!%2 +!  5 ��$ ������� 5!(2 +!  (8<! ��
+������������� ��� ���� ��������� �� ��������� #��$ �� �� ����� *�� ��$���� ��������� ��$ �#�� ���
)� #�$������$ �� �� ����$�����2 *�� .���� ��� ���)�� E �� +��*����$ K4=L!
;4< �+������ "#�������� ��� )� $�3��$ .��� ���+��� �� *��"#���� ν, .������6�� λ2 �� .����#�)��
ν̃P ��� ��� ����� *�� �+������ ��$���� ����6� $������ �� ���� ��)��!
;5< 
�#���� �� #��$ �� +������������� �� �+���*� ��� ����6� +�� ���� $�������$ �� � 6���� ����
�������� ;*�� �������� )� � ����� +#���<P C#���� �� ��� ���� ����6��� �* ��� C#���� ����! ���������
$���������� �#�� )� ��$� )��.��� ����$����� ��$ C#���� ���� K4=LP C#���� ���� ��$#��� �� ����$�����
*�� � ��6�� )��� ����$��� *��� � ���6�� $�������� +��+��$��#����� �� ��� �#�*���! ��� ���� ����6���
�* ����$����� �� �����$ ��$���� �0+��#��!
;8< ��� ��$���� i ��$ j ��*�� �� ��$���$#�� ������P Ej > Ei, Ej − Ei = hcν̃ij, ��$ Bji = Bij ��
��� $�3���6 �"#������! ��� ���@������ B ��� $�3��$ ���� #���6 ����6� $������ ρ

eν �� ����� �*
.����#�)��P ���� ��� ������������� )� $�3��$ #���6 ����6� $������ �� ����� �* *��"#���� ρν 2 ��
.���� ���� B ��� �� #���� � :6−12 ��$ Bν = c0Beν .���� Bν �� $�3��$ #���6 *��"#���� ��$ B

eν

#���6 .����#�)��! ��� $�3���6 �"#������ ��*�� �� ��� !�����
 ������)#����� �� ��� ���� �* ����6�!
;>< ��� �������� )��.��� ��� �������� ���@������ A ��$ B

eν �� A = 8�hc0ν̃3B
eν . ��� �������� ����9

#����$ �)���+���� �� �������� ���@����� B ��� ���� )� ������$ �� ��� ���������� ������ )��.���
��� ������ i ��$ jP *�� �� �������� $�+��� ���������� ��� �������� ��

B
eν,ij =

8�3

3h2c0 (4�ε0)
∑
ρ
|〈i|μρ|j〉|2

�� .���� ��� �#� ���� ρ �#�� ���� ��� ����� �+���930�$ ��������� �0��2 ��$ μρ �� � �+���930�$
���+����� �* ��� $�+��� ������ �+������! �6���2 ����� �"#������ ��� )���$ �� � .����#�)��
$�3������ �* ��� �������� ���@����� B ;�!�! B

eν ������ ���� Bν<!
; =< ��� ��������� �* � ���+�� �� ��� ����� �* ��� ��$���� �0������� ������$ )� ��� ���+�� �� ���
��$���� �0������� ������$ )� � )���: )�$� �� ��� ���� ���+����#��P Mbb �� ��� ������ "#������! ���

��+��� ,2 +!   & *�� ��� ���#� �* ��� ���*��9'���Q���� ��������!

%,
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�����#���� �ν̃ �−1 &2  &2  %
��������6 +�.�� R R = ν̃/�ν̃   %
*��� �+������ ���6� Δν̃ Δν̃ = 1/2l �−1 &2  (
3����� f f = Δν̃/�ν̃ �  (

"#����� *����� Q Q = 2�ν
W

−$W/$t   (2  ,

3��� ��$������ �������� c1 c1 = 2�hc02 D �2

�����$ ��$������ �������� c2 c2 = hc0/k� J �  4
�������������2 ������������ τ, T τ = P	�/P0   52  8

*�����
�)���+�����2 �)���+���� α α = P
��/P0   52  8

*�����
��C�������2 ��C������ ρ,R ρ = P���/P0   52  8

*�����
;$���$��< �)���)���� A10, A A10 = − lg(1− α�)   5−&=
��+������ �)���)���� A�, B A� = − ln(1− α�)   5−&=
�)���+���� ���@�����2
;������< $���$�� a,K a = A10/l �−1  82 & 
;������< ��+������ α α = A�/l �−1  82 & 
����� ;$���$��< ε ε = a/c = A10/cl �2 ���−1  82 & 2 &&
����� ��+������ κ κ = α/c = A�/cl �2 ���−1  82 & 2 &&

;  < _���$#� �� � �������������� �* �� �+����� �����#����! �� �� � ����#�� �* ��� ��6�� 6�������6
+�.��2 �!�! ��� +�.�� ����������$ +�� ��$����� �* ��� ��#���! A �� ��� ���� �* ��� ��#��� �� ���6�
���+P � �� ��� ����$ ��6�� ����+��$ *��� ���� +���� �* ��� ��#��� )� ��� �+���#�� ���+!
; &< ��� +������ $�3������ �* �����#���� $�+��$� �� ��� �������+�2 )#� #�#���� �����#���� �� ��:��
�� ��� *#�� ���� .�$�� �� ���* ��0��#� ��������� ;
D��< �� � .����#�)��2 �ν̃2 �� *��"#����2 �ν2
�����! 
��"#����� ��� #�� �* ��������6 +�.��2 �* $��������  2 �� +��*���)��!
; %< ���� "#������ ����������Q�� ��� +��*������� �* � �+����������2 �� ��� $�6��� �� .���� � �+������
���� ;�� � ����� )���< �� �������������! �� ��� ���� )� $�3��$ #���6 *��"#���� ν2 �� .������6��
λ!
; (< ����� "#�������� ����������Q� � 
�)��9����� ������2 �� � ����� ������! l �� ��� ������ �+����62
��$ 2l �� ��� ��#�$9���+ +��� ���6��! ��� *��� �+������ ���6� �� ��� .����#�)�� �������� )��.���
�#�������� ���6��#$���� ������ ��$��!
; ,< W �� ��� ����6� �����$ �� ��� ������2 ��$ −dW/dt �� ��� ���� �* $���� �* �����$ ����6�! Q ��
���� ������$ �� ��� ����.�$�� �* � ���6�� ������ ��$�? Q = ν/�ν = ν̃/�ν̃! ��#� ��6� Q �������� 6���
�����. ����.�$���!
; 4< k� �� ��� '���Q���� �������� ;��� ������� &!>2 +! (, ��$ 
��+��� ,2 +!    <!
; 5< �* ���������6 ��$ �#���������� ��� )� ��6�����$2 τ +α+ρ = 1! �� �+����� �+��������+� ��������
+��+������ ;$�����$ )� �#)����+� �< ��� $�3��$ �� �0��#$� �#�*��� �A���� ��$ �A���� �* ��� �#�����
�#�� �� ��C������ ������2 �� ���� τ� + α� = 12 �* ���������6 ��$ �#���������� ��� )� ��6�����$! ����
���$� �� ��� �#������� *��� �* ��� '���9���)��� ��.2 P	�/P0 = I	�/I0 = τ� = 1− α� = exp (−κcl) .
����� Ae = − ln(τi)2 A10 = − lg(τi)!
; 8< �� �+��������+� ��� �* ����� "#�������� ��� �������� ��:�� �� )� $�3��$ �� ����� �* ��� �+������
���������2 I

eν(ν̃)2 ����� ���� ��� ��� ��6��$�$ �� *#������� �* .����#�)�� ν̃ ;�� *��"#���� ν< ������
��� �+����#�! ��#�2 *�� �0��+��2 ��� �)���+���� ���@����� α(ν̃) �� � *#������ �* .����#�)�� ν̃
$�3��� ��� �)���+���� �+����#� �* ��� ���+��P ��������� T (ν̃) $�3��� ��� ������������� �+����#�!
�+��������+���� #�� I(ν̃) ������$ �* I

eν(ν̃)!
; >< ��� $�3������� 6���� ���� ������ ��� �)���)���� A10 �� Ae �� ��� �������
 �)���+����� α� ;���
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��� �)���+���� ����� ������� σ
�	 σ
�	 = κ/NA �2 &%
�)���+���� ���@�����
����6����$ ���� ν̃ A, Ā A =

∫
κ(ν̃) $ν̃ � ���−1 &%2 &(

S S = A/NA � &%2 &(
S̄ S̄ = (1/pl)

∫
ln (I0/I) $ν̃ ��−1 �−2 &%−&,

����6����$ ���� ln ν̃ � � =
∫
κ(ν̃)ν̃−1 $ν̃ �2 ���−1 &%2 &(

����6����$ ��� �)���+����
����� ������� G
�	 G
�	 =

∫
σ
�	(ν̃)ν̃−1 $ν̃ �2 &%2 &(

�)���+���� ��$�02
���6����� ��*������� ��$�0 k k = α/4�ν̃  &4

���+��0 ��*������� ��$�0 n̂ n̂ = n+ ik  
����� ��*�������2

����� ��*��������� R R =
(
n2 − 1
n2 + 2

)
Vm �3 ���−1

��6�� �* �+����� �������� α  2 ��$ &5
�+���3� �+����� �������� +�.�� [α]λθ [α]λθ = α/γl ��$ �2 :6−1 &5
����� �+����� �������� +�.�� αm αm = α/cl ��$ �2 ���−1 &5

; >< ;������#�$< ����  5<! ��.���� ��� �#)����+� � �� ��� �)���+����� α �� �*��� ������$! �0+���9
������ $��� �#�� ����#$� ����������� *�� ��C�������2 ���������6 ��$ �#����������2 �* ��� �)���)����
�� �� ���� �� �)���#�� ������6! �� +������� ��� �)���)���� �� ����#��$ �� ��� ��6������ �* ��� �����
�* ��� ��6�� ����������$ ����#6� � ��*������ ���� ;.��� ������� ����< �� ���� ����������$ ����#6� �
���+�� ����!
;&=< �� ��*������ K,5L ��� ���)�� A �� #��$ *�� $���$�� �)���)����2 ��$ B *�� ��+������ �)���)����!
;& < l �� ��� �)���)��6 +��� ���6��2 ��$ c �� ��� ���#�� ;�* �#)������< �������������!
;&&< ��� ����� $���$�� �)���+���� ���@����� ε �� ��������� �����$ ��� /�0�������� ���@�����1 ��
��� +#)�����$ �������#��! 	�*���#������ �#������� ���#�� �* ��� /�0�������� ���@�����1 ��� �*���
"#���$ .����#� �+���*���6 #����P ��� �)����� �* #���� #�#���� ����� ���� ��� #���� ��� ���−1 $�3

��−1 ;��� ���� K4 L<! ��� .��$ /�0��������1 ���#�$ +��+���� )� �������$ *�� ��� �#� �* ��� �A����
�* �)���+����2 ���������62 ��$ �#����������!
;&%< ���� ���� ����� "#�������� 6��� ��� ��� �)���+���� ���@����� κ2 ��� ��� �)���+���� ����� �������
σ
�	2 ��$ ��� ��� ���#�� �* A,S, S̄,�, ��$ G
�	2 �� ��� ����� ���� ���� ��� ��� �#�� �* �A���� $#� ��
�)���+���� ��$ ��$#��$ �������� ;��� ��� $���#����� �� ������� &!5! 2 +! %8<!
;&(< ��� $�3���� ����6��� $�3���6 ����� "#�������� ��� )� �+���3�$ )� ��� ������ �* ����6������ ��
+����������2 �!6! G(ν̃1, ν̃2)! �� 6������ ��� ����6������ �� #�$������$ �� )� ��:�� ���� �� �)���+����
���� �� �� �)���+���� )��$! A, S̄, ��$ � ��� ����#��� �* ��� �����6�� �* ��� )��$ �� ����� �* ���#��
�������������P G
�	 = �/N� ��$ S = A/NA ��� ������+��$��6 �����#��� "#��������! 
�� � ���6��
�+������ ���� ��� �������� �* ����� "#�������� �� ��� �������� ���������� +��)�)������� �� $���#���$ ��
������� &!5! 2 +! %8! ��� ���)�� Ā ��� )� #��$ *�� ��� ����6����$ �)���+���� ���@����� A .���
����� �� � +����)����� �* ���*#���� .��� ��� �������� �+�������#� �������� ���@����� Aij !
��� ����6����$ �)���+���� ���@����� �* �� ���������� ���������� �� �*��� �0+�����$ �� ����� �* ���
���������� �����6�� �� /f 9���#�12 .���� �� $������������2 �� �� ����� �* ��� �������� ���������� +��)9
�)����� Aij )��.��� ��� ������ �������$2 .��� �� #��� �−1. D������ Aij ��� � ���+�� ��$ #����������
����+��$ ������6 ;��� ���� >2 +! %,<2 ����� ��� $�A����6 #��� �* f ! � ������ +�������� ����������
�� 6���� )� ��� �"#�����

fij = [(4�ε0)mec0/8�2e2]λ2Aij or fij ≈
(
1.4992× 10−14

)
(Aij/�−1) (λ/��)2

�� .���� λ �� ��� ���������� .������6��2 ��$ i ��$ j ��*�� �� ��$���$#�� ������! 
�� �����6�� ����.�$
���������� ����������� f �� �* ��$�� #����!
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�� ���� �0+�������� $���6��$ �� ����#�� ��� ��������� �* �+������ �)���+����2 ��� ����#������
6���� ��� ��� �)���+���� $#� �� ��� �A���� �* �)���+���� *��� ��� ��.�� ����6� ����� m �� ���
#++�� ����6� ����� n2 ���#� ��$#��$ �������� *��� n �� m! ����� ��� +�+#������� $�+��$ �� ���
���+����#��2 �� $��� ��� ����#��$ ��� �)���+����! ���� ������� �++���� �� ��� ��� "#��������
$�3��$ �� ��� ��)�� �� ����#�� �)���+���� ���������2 �����#6� *�� ����������� .���� hc0ν̃ 
 kT ���
���+����#�� $�+��$���� �� ����� ��$ *�� ν̃ > 1000 ��−1 �� ��$����� ���+����#��� ��$#��$ ��������
��� 6�������� )� ��6�����$!

�� � ���� *#�$������� �++����� ��� $�3��� ��� ����� ������� σji(ν̃) *�� �� ��$#��$ ��$������
���������� *��� ��� ����� i �� ��� ����� j ;�� ������ �)���+���� �� ��������<! 
�� �� �$��� �)���+����
�0+������� .��� ���� ��� ��.�� ����� i +�+#����$ ��� ����6����$ �)���+���� ����� ������� *�� ���
���������� j ← i �� 6���� )�

Gji =
∫
σji(ν̃)ν̃−1$ν̃ =

∫
σji (ν) ν−1$ν

�* ��� #++�� ��$ ��.�� ����6� ������ ��� $�6�������2 ��� �)�����$ ���� �����6�� �� 6���� )� �#����6
���� ����������� )��.��� ��� ������ i �� ��� ��.�� ����6� ����� m ��$ ��� ������ j �� ��� #++��
����6� ����� n2 �#���+����6 ���� ���� )� ��� *��������� +�+#������ pi �� ��� �++��+����� �������
�����! ��6������6 ��$#��$ �������� ���� 6����

G
�	 (n← m) =
∑
i,j

piGji

;����� ������#�$<
;&,< ��� "#������ S̄ �� ���� #��$ *�� 6����P �� �� $�3��$ �� � ������ ������� �� A2 �0��+� ����
��� +������ +����#�� p �* ��� 6�� ��+����� ��� ������������� c. �� ��. +����#��� pi ≈ ciRT 2 ��
���� S̄ ��$ A ��� ������$ )� ��� �"#����� S̄ ≈ A/RT. ��#� �* S̄ �� #��$ �� ��+��� ���� �� )��$
�����������2 ��� ���+����#�� ���#�$ )� �+���3�$! I� �� ��� ����$���2 I ��� ����������$ ���������2 ��#�
ln(I�/I) = − ln(I/I�) = − ln(1− P
��/P�) = A� ;��� ���� �����  5 ��$  >2 +! %4<!
;&4< α �� ��� $�3������ �� ��� ��+������ �)���+���� ���@�����!
;&5< ��� ��6� ���������� *�� ��� ��6�� �* �+����� �������� �� �� *����.�? α �� +������� �* ��� +���� �*
+�����Q����� �� ������$ ����:.��� �� ���.�$ ���:��6 ��.��$� ��� ��6�� ��#���! �* ��� �������� �� ����
����:.���2 ���� α �� ��6�����! ��� �+����� �������� $#� �� � ���#�� �� ���#���� ��� )� �+���3�$ )�
� ��������� �* ��� ��+�

α(589.3 ��2 &= ◦
2 �#�����2  = 6 $�−3 �� �2�2  = �� +���< = +0.6647◦

��� ���� ��*�������� ��� )� �������$ )� "#����6 ������ ��� �+���3� �+����� �������� +�.�� α/γl2
�� ��� ����� �+����� �������� +�.�� α/cl2 .���� γ �� ��� ���� �������������2 c �� ��� ���#��
;�* �#)������< �������������2 ��$ l �� ��� +��� ���6��! ���� ��)#������� 6��� ��� �+���3� �+�����
�������� +�.��2 $�����$ [α]λθ! ��� .������6�� �* ��6�� #��$ λ ;*��"#����� ��� ��$�#� � ����< ��$
��� 
����#� ���+����#�� θ ��� �������������� .������ �� � �#)����+� ��$ �#+������+� �� ��� �+���3�
�������� +�.�� [α]. 
�� +#�� ��"#�$� ��$ ����$� [α]λθ �� ��������� $�3��$ �� [α]λθ = α/ρl2 .���� ρ ��
��� ���� $������!
�+���3� �+����� �������� +�.��� ��� �#��������� �����$ �!�
�+
 ���������2 ��$ ��� #�*���#������
#�#���� "#���$ .����#� #����! ��� �)����� �* #���� ��� #�#���� )� ��:�� �� ���� ���� ��� #����
��� ◦ ��3 6−1 $�−1 *�� +#�� ��"#�$� ��$ ���#�����2 �� ◦ ��3 6−1 ��−1 *�� ����$�2 .���� ◦ �� #��$
�� � ���)�� *�� $�6���� �* +���� ��6��!

%8



�* ��$#��$ �������� �� ��6��3���� ���� ��� ��� ����6����$ ����� ������� )������

G
�	 (n← m) =
∑
i,j

(pi − pj)Gji =
(
pm

dm
− pn

dn

)∑
i,j

Gji

���� pi ��$ pj $����� ��� *��������� +�+#������� �* ������ i ��$ j ;pi = exp{−Ei/kT}/q �� �������
�"#���)��#�2 .���� q �� ��� +�������� *#������<P pm ��$ pn $����� ��� ������+��$��6 *���������
+�+#������� �* ��� ����6� ������2 ��$ dm ��$ dn ��� $�6��������� (pi = pm/dm, ���!) . ��� �)���+����
���������Gji2 ��$ ��� �������� ���@������ Aij ��$ Bji2 ��� *#�$������� ����#��� �* ��� ���� �����6��
)��.��� ��� ��$���$#�� ������ i ��$ jP ���� ��� ������$ �� ���� ����� )� ��� 6������ �"#������

Gji = hB
eν,ji = (h/c0)Bν,ji = Aij/(8�c0ν̃3)


������2 *�� �� �������� $�+��� ���������� ����� "#�������� ��� ������$ �� ��� �"#��� �* ��� ����������
������ )� ��� �"#�����

Gji = hB
eν,ji = Aij/(8�c0ν̃3) =

8�3

3hc0(4�ε0)
|Mji|2

.���� ��� ���������� ������ Mji �� 6���� )�

|Mji|2 =
∑

ρ

|〈i |μρ| j〉|2

���� ��� �#� �� ���� ��� ����� �+���930�$ ��������� �0�� ��$ μρ �� � �+���930�$ ���+����� �* ���
�������� $�+��� ������! ��������6 �#������� ���#�� *�� ��� ��������� ��� �������� )��.��� Gji ��$
Mji ��� )� �0+�����$ �� � +�������� ��+����������� ��(

Gji/+�2
) ≈ ( !4&%8 |Mji/�|2

.����  � ≈ %!%%, 4( × =−30 
 � ;� �� ��� ���)�� �* ��� $�)��< K4&L!
��� ����6����$ �)���+���� )��$ ����������� ��� #�#���� ����������Q�$ )� ��� �* ��� "#��������

A,S, S̄,�, �� G
�	 �� $�3��$ �� ��� ��)��! ��� �������� )��.��� ����� "#�������� �� 6���� )� ���
;�++��0�����< �"#������

G
�	 = �/NA ≈ A/(ν̃0NA) ≈ S/ν̃0 ≈ S̄ (kT/ν̃0)

��.����2 ���� ��� 3��� �"#����� �� �0���! ��� �������� �� A, S̄ ��$ S �������� $���$��6 )� ��� )��$
������ .����#�)�� ν̃0 *�� � )��$2 �� ������� *�� ��� *��� ���� A, S̄ ��$ S ��� �)�����$ )� ����6�����6
���� .����#�)�� ������ ���� ����6�����6 ���� ��� ��6������ �* .����#�)�� #��$ *�� G
�	 ��$ �.
���� ���������� �� ���� �++��0����� *�� � )��$ ;�����#6� ��6��6�)�� ����� �� �������$ *�� ���6��9����
����������� �� 6����<! ��� �������� �� S̄ �������� ��� ���#�+���� ���� ��� 6�� �� �$��� ;.���� ��
�++��0������� ��#� �� ��. +����#���<2 ��$ ���� �������� ��� ���+����#��! ��#� ��� "#�������� �
��$ G
�	 ��� ���� ���+�� ������$ �� ���� *#�$������� "#�������� �#�� �� ��� �������� ����������
+��)�)������� ��$ ��� ���������� ������2 ��$ ��� ��� +��*����$ "#�������� *�� ��+�����6 ����6����$
���� �� )��$ �����������!

��� ���#����� �� *#����� ���+������$ )� ���� �#����� #���6 ��� ���)�� S *�� ��� �* ��� �)���
"#��������2 +�����#����� *�� ��� �* ��� "#�������� ���� $�����$ A,S ��$ S̄! �� �� �����*��� +�����#�����
��+������ �� $�3�� "#�������� ��$ ���)��� #��$ �� ��+�����6 ����6����$ �����������!


�� ����������� )��.��� ��$���$#�� ������ ��� �* ��� ���� *#�$������� "#�������� Gji, Beν,ji, Aij ,
�� |Mji| ��� )� #��$P ��� ��������� ��� �� 6���� �)���2 ��$ ��� �0���! ��� ����6����$ �)���+����
���@����� A ���#�$ ��� )� ���*#��$ .��� ��� �������� ���@����� Aij ;��� .��� �)���)����2 *��
.���� ��� ���)�� A �� ���� #��$<! D���� �#�� ���*#���� ��6�� �����2 .� ��������$ .�����6 Ā *��
��� )��$ ��������� �0+�����$ �� �� ����6����$ �)���+���� ���@����� ���� .����#�)��!

%>



��� �� #��� ��$ �������� #��$ #���� �* A, S, S̄, � ��$ G ��� �� �� ��� ��)�� )���.! ���� 6����
�� ��� ��)�� ��� �#������� �����*�������� ���@������ �� �������� #��$ #����2 *��� A, S, S̄, ��$ �
�� G
�	.

�������	 �& ���� ������ ���� �������������� 
��3
����

A, Ā � ���−1 :� ���−1
(
G/+�2

)
=  4!4=, (= A/(:� ���−1)

ν̃0/ ��−1

S̄ ��−1 �−2 ���−1 ��−2
(
G/+�2

)
=  !%4& 4=%× 10−2

(
S̄/���−1 ��−2

)
(T/J)(

ν̃0/��−1
)

S � ��
(
G/+�2

)
= 1020 (S/��)

ν̃0/��−1

� �2 ���−1 ��2 ���−1
(
G/+�2

)
=  !44= ,(=× 10−4

(
�/��2 ���−1

)
G �2 +�2

7#�������� ��������$ .��� �+������ �)���+���� ��������� ��$ ��������� ����6 ����� "#�������� ���
$���#���$ �� ��*������� K4&X4,L2 ��$ � ���� �* +#)�����$ ����#������� �* ���� ����������� ��$ )��$
����������� *�� 6�� +���� ��*����$ �+����� ��� )� *�#�$ �� ��*������� K4%X4,L! 
�� ��������� )��.���
�+��������+�� �)���+���� ����������� ��$ :������ ��$������ ���������� ����� ��� ���� K44L!

�'!'� �0)�()5�0). /0* +3.0*@5�0) �)5().�5�(. �) 70)>().(> @9+.(.

�����$�$ ������������ ����#������� ��� ���#������ ��������$ *�� ��C������ ��$ ����� ������2 ���
�)���)����2 �)���+���� ���@�����2 ��$ ����6����$ �)���+���� ���@�����2 A2 ���� ��� $�����)�$ �)���
��� )� #��$ *�� ���$����$ +�����! ��� ����������� ��+������ #��$ ��� �$�"#��� *�� .��: ��$ ��$�#�
)��$� �� ���� ��"#�$� ��$ ����$� ��$ *�� )��$� �* ���#��� �� $��#�� ���#����! �� ��$�� �� ��:� ���
����������� ���#������ *�� �����6 )��$� �� ���� ��"#�$� ��$ ����$�2 �� �� ��������� �� $�������� ���
���� ��$ ���6����� ��*������� ��$���� n ��$ k2 �* ��� ���+�� ����#6��#� ��� ����#��$ �+������
���6�! ����2 ��� ���#����6 n ��$ k ���������� +����$� � ���+���� $�����+���� �* ��� �)���+����
��������� �� ��� ���$����$ +����! 
�� ��"#�$�2 ���� +����$#�� ��"#���� :��.��$6� �* n ��$ k �* ���
���� .��$�.�! ��C������ �+����� ��� ���� +�������$ �� ����$ n ��$ k! 
�� ���9������+�� ����$� ���
��������� +��+������ �#�� )� $�3��$ .��� ���+��� �� �+���3� ������� �0��! �* ��� n ��$ k �+�����
��� :��.�2 �+����� �* ��� �+����� +��+���� �� ����#��$ "#������ �* ��� ���+�� ��� )� �)�����$
*��� ����! ���������� +��*�� �� #�� ��� ���+��0 �������� +����������� ;��� ������� &!%2 +!  4<2
ε̂r = εr

′ + � εr′′ = Re ε̂r + � Im ε̂r ������$ �* ��� ���+��0 ��*������� ��$�0 n̂! εr′ = Re ε̂r $������ ���
���� +��� ��$ εr′′ = Im ε̂r ��� ���6����� +��� �* ε̂r2 ���+��������! ���� ��� ������$ ����#6� ε̂r = n̂22
�� ���� ε′r = n2 − k2 ��$ εr′′ = 2nk!

��� ��*������� ��$���� ��$ �������� +������������� ��� +��+������ �* ��� )#�: +����! �� ��$�� ��
�)���� ��*�������� �)�#� ��� �����#��� �� ��� ��"#�$ *��� *��� $��������� �A���� �* ��� )#�:2 ��� �����
3��$ ���� ���� �� ��� �����#���2 �loc2 �#�� )� $��������$ �� � *#������ �* ��� �++���$ 3��$ �! �
���+�� �������� �� ��� ������Q ����� 3��$2 �loc = � +�/3ε02 .���� � �� ��� $��������� +�����Q�����!
���� ����� 3��$ �� )���$ �� ��� ���#�+���� ���� ���69���6� ������������ ��� ������+��2 �� �� �� ���������
���� *�� ��"#�$� ��$ ������+�� ����$�!

	�� �* ���� ����� 3��$ 6���� ��� ������Q9�����Q *���#�� ;���� �������� �� #�#���� �����$ ���

��#��#�9�������� *���#�� .��� �++���$ �� ������ 3��$�< 6�������Q�$ �� ����� �)���)��6 ��������� ��

(=



��� .����#�)��
ε̂r(ν̃)− 1
ε̂r(ν̃) + 2

=
1

3ε0Vm
α̂m(ν̃)

���� Vm �� ��� ����� ���#��2 ��$ α̂m �� ��� ���+��0 ����� +�����Q�)����� ;��� ������� &!%2 ���� 52
+!  4<! ��� ���6����� +��� αm

′′ �* ��� ���+��0 ����� +�����Q�)����� $�����)�� ��� �)���+���� )�
�����#��� �� ��� ��"#�$2 ��������$ *�� ��� ���69���6� ������+�� $��������� �A���� )#� ��C#����$ )� ���
��������+�� ����������� *����$ )� ��� 3��� *�. ������� ���6�)�� �����#���! ��� ���� +��� αm

′ ��
��� ����� +�����Q�)����� ;��� �������� &!% ��$ &!,< �� ��� ����� �* ��3���� *��"#����!

��� ����6����$ �)���+���� ���@����� �* � �����#��� �)���+���� )��$ �� ��� ���$����$ +���� ��
$�����)�$ )� K452 48L ;��� ����  2 )���.<

Cj =
1

4�ε0

∫
band j

ν̃α ′′m (ν̃)$ν̃

����������� �������� #�#���� ���#��� ���� ��� ����#��$ )��$ ����#$�� ��� ���������� j ← i .���
)��$ ������ .����#�)�� ν̃0 ��$ ��� �* ��� ���9)��$ �����������! ����

Cj =
NA�

3hc0(4�ε0)
ν̃0g(|Mji|2)

.���� ν̃0g(|Mji|2) �� ��� +�+#������9.��6���$ �#� ���� ��� ������)#���6 ����������� �* ��� .����#�9
)�� ����� ��� �"#��� �* ��� �������� $�+��� ������ �* ��� ���������� ;g �� �� 6������ � ���+����#��
$�+��$��� *#������ .���� ����#$�� �A���� *��� ��� ������6����#� )��$ ���#��#��<! ��� ���$�������
�������� )��.��� ��� 6�� ��$ ��"#�$ +���� ���#�� �* ��� �)���+���� ���@����� �* � 6���� )��$ j ��
��� ����9D����� �"#����� K4>L

Aliq =
(n̄2 + 2)2

9n̄
Agas

.���� n̄ �� ��� ��������$ �����6� ���#� �* n ����#6� ��� �)���+���� )��$! ���� �������� �� ����$
#�$�� ��� *����.��6 ���$������?

;�< )��$� ��� �#@������� .��:2 �!�! 2nk + k2 � n2P

;��< ��� $�#)�� �������� �++��0������� ����$� � �����*������ ����������� �++��0������� �* ��� )��$
���#��#��P �� ���� ���� ��� *#������ g �� ������ ���+����#�� ��$�+��$��� ��$ ��� 6�� ��$ ��"#�$
+���� ���#�� �* g ��� �"#��P

;���< ν̃0|Mji|2 ��� �$������� �� ��� 6�� ��$ ��"#�$ +�����!

� ���� ������ ��$ ���� 6������ �������� ���� ��"#���� ���� ��� �����$ ��$ ��� ����$ �* �����
���$������ �� Agas = 8�2Cj ! �� *����.� ���� *�� )��$� ���� ���� ��� ����� �* ��� ���$������

Aliq = 8�2Cj
(n̄2 + 2)2

9n̄

���� �������� ���.� ����2 .���� ��� ��*������� ��$�0 n �� �#����������� �����+�����$ �� ��� ����6����$
�)���+���� ���@����� Cj *�� � ��"#�$2 ��� ���$������� �)���+���� ���@����� A ���$� �� )� *#�����
��������$ *�� +����������� �� ��*�������!

; < ��� �� #��� �* ���� "#������ �� � ���−1! �� ��� -�#����� ������ ��� $�3������ �* Cj ��
Cj =

∫
band j ν̃α

′′
m (ν̃)$ν̃ �� �*��� �$�+��$2 .��� #��� �� ���−1!

( 



��& ��
�� ��	��

��� "#�������� ��$ ����� ���)��� 6���� ���� ���� )��� �������$ *��� ���� �0������� ����� �* �	���
K(L ��$ ��� K,!�L! ��� ���� ��� &�����������
 ���
�� ��� ��	���

����!�	� U��#�� � K5=L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

������� ������2
'������ ������� ������ �,�0 �

*#�$������� ����������� �1;�2;�3, � = n1�1 + n2�2 + n3�3 �  
������� *�� ��� ������� �; �; �

�������
;��6#���< *#�$�������
����������� ������� �1; �2; �3, �i · �k = 2��ik �−1 &

*�� ��� ����+����� ������� �∗; �∗; �∗

;��6#���< ����+�����   = h1�1 + h2�2 + h3�3 = � −1  2 %
������� ������ h1�

∗ + h2�
∗ + h3�

∗

 ·� = 2�m = 2�
∑
i
nihi

#��� ���� ���6��� a; b; c �
#��� ���� ��6��� α;β; γ ��$2  
����+����� #��� ���� ���6��� a∗; b∗; c∗ �−1

����+����� #��� ���� ��6��� α∗;β∗; γ∗ ��$2  
*��������� ����$������ x; y; z x = X/a  (
������ ���������6 *����� f f = Ea/Ee  ,

���#��#�� *����� F (h, k, l) F =
N∑

n=1
fne2� i(hxn+kyn+lzn)  4

.��� ��$���� h, k, l
������� +���� �+����6 d �
'��66 ��6�� θ nλ = 2d sin θ ��$2  5
��$�� �* ��C������ n  
��$�� +���������2

����� ���6� σ  
���6 ���6� s  

'#�6��� ������ � �
+������� +������� ������ �j ,�j � 8
�"#���)��#� +������� �0 �

������ �* �� ���
$��+�������� ������ � � = �−�0 �
�* �� ���

��)��9D����� *����� B,D D = e−2<(�·�)2>  >

; < n1, n2 ��$ n3 ��� ����6���! a, b ��$ c ��� ���� �����$ ��� ������� ���������!
;&< ����+����� ������� ������� ��� ��������� $�3��$ )� �i · �k = �ik.

;%< m �� �� ����6�� .��� m = n1h+ n2k + n3l!
;(< X $������ ��� ����$����� �* $�������� ���6��!
;,< Ea ��$ Ee $����� ��� ���������6 ��+���#$�� *�� ��� ���� ��$ ��� �������$ ��������2 ���+��������!
;4< N �� ��� �#�)�� �* ����� �� ��� #��� ����!
;5< λ �� ��� .������6�� �* ��� ����$��� ��$������!
;8< �� $�����6#��� )��.��� �������� ��$ ��� +������� �������2 ��.�� ���� ��$ ��+���� ������� ��� #��$
���+��������! ��� �#)����+� j ������� �� +������� j.
;>< �� �� ��� ������#� �����*�� �� ��� ���������6 �* ��#�����2 <> $������ ������� �����6��6!

(&



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

��)�� ��6#��� .����#�)�� qD, kD kD = (Ci 6�2)1/3 �−1  =
��)�� ��6#��� *��"#���� ωD ωD = kD c0 �−1  =
��)�� *��"#���� νD νD = ωD/2� �−1

��)�� .����#�)�� ν̃D ν̃D = νD/c0 �−1  =
��)�� ���+����#�� �D �D = hνD/kB J
-�F������ +�������� γ2 � γ = αV/κCV    

��$��#�6 �������� α,M Ecoul =
αNAz+z−e2

4�ε0R0
  &

$������ �* ������ NE NE = $N(E)/$E E−1 �−3  %
;�+������< $������ �* Nω, g Nω = $N(ω)/$ω � �−3  (
��)�������� ��$��

����������� ������ ρρρ, (ρik) � = ρρρ · � Ω �  ,
���$#������� ������ σσσ, (σik) � = σσσ ·� � �−1  ,
����$#�� ����������� ρR Ω �
������� ���$#������� ������ λik �q = −λλλ · ∇∇∇T D �−1 J−1  ,
����0����� ���� τ τ = l/vF �  4
�����Q ���@����� L L = λ/σT U2 J−2  5
���� ���@����� AH, RH � = ρ�+RH(�× �) �3 
−1

�������������� *���� E U  8

������� ���@����� 
 E = 

ΔT
T

U  8

������� ���@����� μ, (τ) μ = 
/T U J−1

�#�)�� $������2 C, n, p �−3  >
�#�)�� �������������

)��$ 6�+ ����6� E� E &=
$���� ����Q����� ����6� Ed E &=
����+��� ����Q����� ����6� Ea E &=

���� ����6� EF, εF εF = lim

T→0
μ E &=

.��: *#������2 � � = E∞ − EF E & 
�������� .��: *#������

��6#��� .��� ������2 !, � k = 2�/λ �−1 &&
+��+�6����� ������

'���� *#������ uk(�) ψ(�) = uk(�) exp(i! · �) �−3/2 &%
����6� $������ �* ��������� ρ ρ(�) = −eψ∗(�)ψ(�) 
 � −3 &%2 &(
�A������ ���� m∗ :6 &,
��)����� μ �drift = μ� �2 U−1 �−1 &,
��)����� ����� b b = μn/μp  
$�A#���� ���@����� D � = −D∇∇∇C �2 �−1 &,2 &4
$�A#���� ���6�� L L =

√
Dτ � &,2 &4

�������������� ;D����< θ, θW J
���+����#��


#��� ���+����#�� TC J
�O�� ���+����#�� TN J

; =< Ci �� ��� ��� $������2 c0 �� ��� �+��$ �* ��6�� �� ���##�! qd �� �"#�� �� 2� ����� ��� ������� �*
��� ��)�� �#�9�A .������6�� �* ��� ������� ������� .���!

;  < α �� ��� �#)�� �0+������ ���@�����2 V ��� ���#��2 κ ��� ���������� ���+�����)�����2 ��$ CV

��� ���� ��+����� �� �������� ���#��!

; &< Ecoul �� ��� ������������� ����������� ����6� +�� ���� �* ��� +���� .��� ����6�� z+e ��$ −z−e!

(%



�'�'� �1230,. /0* @,+)(. +)> >�*(75�0). �) 7*1.5+,.

������ ��$���� �* � ������� *���2 �� �* � ���6�� ��� +���� (hkl) �� (h1h2h3)
��$���� �* ��� '��66 ��C������ *��� ��� ��� �* +������� ��� +����� (hkl) hkl �� h1h2h3

��$���� �* � ��� �* ��� ������������� �"#������� ������� *����2 {hkl} �� {h1h2h3}
�� ��� +�����

��$���� �* � ������� $�������� ;Q��� �0��< [uvw]
��$���� �* � ��� �* ������������� �"#������� ������� $��������� < uvw >

�� ���� �* ����� �����2 .��� ��� ������ ���)�� �� ��+����$ )� �#�)��� �� �� �#������� �� ���� ���
������! 
�� � ���6�� +���� �� ������� *���2 �� � �+���3� $��������2 � ��6����� �#�)�� �� ��$�����$
)� � )�� ���� ��� �#�)��!

#$��!
� (1̄10) $������ ��� +������� +����� h = −1, k = 12 l = 0.

:�; �*1.5+, ,+55�7( .1230,.

+�������� �
*���9������$ 

)�$�9������$ �
)���9������$ �P'P

����)���$��� �

:��; �(*2+))<�+-?-�) .1230,. 0/ .122(5*1 0@(*+5�0).

�!������� �	���
 #$��!
��
n9*��$ �������� n  P &P %P (P 4
n9*��$ ��������� n̄  ̀P &̀P %̀P (̀P 4̀
n9*��$ ����. nk &1P %1P %2P!!!
��C������ m
6��$� a; b; c;n; d

;����� ������#�$<
; %< N(E) �� ��� ����� �#�)�� �* ������ �* ���������� ����6� ���� ���� E, $���$�$ )� ��� ���#��!
; (< N(ω) �� ��� ����� �#�)�� �* ��)�������� ��$�� .��� ����#��� *��"#���� ���� ���� ω, $���$�$ )�
��� ���#��!
; ,< ������� ��� )� ��+����$ )� ����� ������+��$��6 ������ "#�������� �� ������+�� ��$��! �q �� ���
���� C#0 ������ �� ������� �#����� $������!
; 4< ��� $�3������ �++���� �� ��������� �� ������P l �� ��� ���� *��� +���2 ��$ vF �� ��� ��������
�������� �� ��� 
���� �+����!
; 5< λ ��$ σ ��� ��� ������� ��$ ���������� ���$#��������� �� ������+�� ��$��!
; 8< ��� �#)������� �� .���� ��� ���)�� �++���� ��� $�����$ )� �#)����+��! ��� ��������������
*���� �� �� �������� +�������� $�A������ ��$#��$ )� ��� 6��$���� �* ��� �������� +��������!
; >< �+���3� �#�)�� $�������� ��� $�����$ )� �#)����+��? *�� ��������� nn, n−, (n); *�� ����� np,
n+, (p)P *�� $����� ndP *�� ����+���� naP *�� ��� ��������� �#�)�� $������ ni(ni

2 = n+n−).
;&=< ��� �������� #��$ #��� *�� ���� "#������ �� �U! μ �� ��� �������� +�������� +�� ������!
;& < E∞ �� ��� �������� ����6� �� ���� �� ��3���� $������� K5 L!
;&&< ! �� #��$ *�� +��������2 � *�� +������! ����2 λ �� ��� .������6��!
;&%< ψ(�) �� � ���9�������� .���*#������!
;&(< ��� ����� ����6� $������ �� �)�����$ )� �#����6 ���� ��� ���������!
;&,< �#)����+�� � ��$ + �� − ��$ + ��� )� �$$�$ �� $����� ��������� ��$ �����2 ���+��������!
;&4< � �� ��� +������� C#0 $������! D �� ��� $�A#���� ���@����� ��$ τ ��� ��*�����!

((



��' ��	������	
 ��������
	����

��� ����� ��$ ���)��� 6���� ���� ��� �� �6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	��� K(L ��$
)� ��� K,!�L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�#�)�� �* �������� N  
�#�)�� $������ �* ��������2 C C = N/V �−3

�#�)�� �������������
���6�$�� �������� L, NA L = N/n ���−1  
'���Q���� �������� k, kB E J−1

;�����< 6�� �������� R R = Lk E J−1 ���−1

�����#��� +������� ������ �(x, y, z) �
�����#��� �������� �(cx, cy, cz)2 � = $�H$t � �−1

������ �(ux, uy, uz)2
�(vx, vy, vz)

�����#��� ������#� 	(px, py, pz) 	 = m� :6 � �−1 &
������

�������� $�����)#����
*#������ f(cx) f =

(
m

2�kT

)1/2

exp
(
− mc 2

x

2kT

)
�−1 � &

�+��$ $�����)#����
*#������ F (c) F = 4�c2

(
m

2�kT

)3/2

exp
(
− mc2

2kT

)
�−1� &

�����6� �+��$ c̄, ū, v̄, c̄ =
∫
cF (c) $c ��−1

〈c〉, 〈u〉, 〈v〉
6�������Q�$ ����$����� q ;������< %
6�������Q�$ ������#� p p = ∂L/∂q̇ ;������< %
���#�� �� +���� �+��� � � = (1/h)

∫
p $q  

+��)�)����� P, p  
����������� .��6��2 g, d,W, ω, β  (

$�6�������
;�#�#������< �#�)�� W,N W (E) =

∑
i

H(E −Ei)  ,2 4
�* ������

$������ �* ������ ρ(E) ρ(E) =$W (E)/$E E−1

+�������� *#������2
�#� ���� ������2
���6�� �����#�� q, z q =

∑
i
gi exp(−Ei/kT )  4

��������� �����)��2 Q,Z Q =
∑
i
gi exp(−Ei/kT )  4

;������2 �� �����)��<

; < n �� ��� ���#�� �* �#)������ ;�� ��� �������� ���#��2 ��+�����<! D���� ��� ���)�� NA �� #��$
�� ����#� ���$�� ���6�$��2 ��� ���)�� L �� #��$ �� ����#� �* E���* �������$�!
;&< m �� ��� ���� �* ��� +�������!
;%< �* q �� � ���6�� ���� p �� � ������#�! �� ��� $�3������ �* p2 L $������ ��� ��6���6���!
;(< β �� ��������� #��$ *�� � �+�� ����������� .��6�� ��$ ��� $�6������� �� ���� �����$ +������+�! ��
�� ��� �#�)�� �* �������� ��$�+��$��� ����6� ��6��*#������� *�� ��� ���� ����6�!
;,< �(x) �� ��� �������$� *#������ ;��� ������� (!&2 +!  =5<2 W �� W (E) �� ��� ����� �#�)�� �*
"#���#� ������ .��� ����6� ���� ���� E!
;4< Ei $������ ��� ����6� �* ��� i�� ����� �* � �����#�� �� "#���#� ������ #�$�� �����$������� ��$
gi $������ ��� $�6�������!

(,



 ��� �	���
 -�+������ �& �����  ����

�������������� �, z, Z Z =
Z∑

i=1
1  

�����)��
+�������� *#������2

�#� ���� ������2
6���$ ��������� �  

�����)��
�������� �#�)�� σ2 s  
����+����� ����6� +�������� β β = 1/kT E−1

�� ��+���� ���+����#��
�������������� ���+����#�� �2 θ J 5
�)���#�� �������� λ λB = exp(μB/RT )  8
$������ �+������ ρ̂2 σ̂ ρ̂ =

∑
k

pk|�k〉〈�k|  >

$������ �����0 PPP 2 ρρρ � = {Pmn}   =
������� Pmn2 ρmn Pmn = 〈φm|ρ̂|φn〉   =

����������� �����+� S S = −k∑
i
pi ln pi E J−1   

;5< ������#��� �������������� ���+����#��� ��� $�����$ .��� �#)����+��2 �!6! ���������� �r = hcB̃/k2
��)�������� �v = hcν̃/k2 ��)�� �D = hcν̃D/k, �������� �E = hcν̃E/k! � �� �� )� +��*����$ ���� θ
�� ����$ ���*#���� .��� 
����#� ���+����#��!
;8< ��� $�3������ �++���� �� �������� '! μB �� ��� �������� +�������� ;��� ������� &!  2 +! ,5<!
;>< |�k〉 ��*��� �� ��� "#���#� ����� k �* ��� ������ ��$ pk �� ��� +��)�)����� �* ���� ����� �� ��
�����)��! �* pk = 1 *�� � 6���� ����� k ��� �+��:� �* � +#�� �����2 �����.��� �* � ��0�#��!
; =< ��� $������ �����0 � �� $�3��$ )� ��� �����0 �������� Pmn �� � ��� �* )���� ������ φm!
�������������2 ��� ��� .���� Pmn =

∑
k pk cm

(k) cn
(k) ∗2 .���� cm(k) �� ��� ;���+��0< ���@����� �*

φm �� ��� �0+������ �* |�k〉 �� ��� )���� ������ {φi}!
;  < �� ��� �0+������� *�� ��� ����������� �����+�2 k �� ��� '���Q���� �������� ��$ pi ��� ����9
�6� +�+#������ �� +��)�)����� *�� � "#���#� �����! ��� �"#���)��#� ;��0��#�< �����+� *�� �
�������������� �����)�� ���#��� ���� �� S = k lnZ! � ������� �* ����� �����)��� )����$ ���
��������������2 ���������2 �� 6���$ ��������� ��� )� $�3��$!

(4



���( $�
��	
 ���������

��� ���)��� 6���� )� �	��� K(L ��$ )� ��� K,!$2,!�L ��� �� �6������� .��� ��� ��������$������
6���� ����!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�#�)�� �* �������� N  
;�!6! �����#���2 �����2
����2 *���#�� #����<

���#�� �* �#)������2 ���#�� n nB = NB/L ���  2 &
;�������� ���#��<

���6�$�� �������� L,NA ���−1 %
���� �* ����2 ma,m :6

������ ����
���� �* ������ m,mf :6 (
;�����#��2 *���#�� #���<

������ ���� �������� mu mu = ma(12C)/12 :6 ,
����� ���� M MB = m/nB :6 ���−1 &2 42 5
����� ���� �������� Mu Mu = muNA 6 ���−1 52 8
�������� �����#��� ����2 Mr Mr = mf/mu  8
;�������� ����� ����2
�����#��� .��6��<

�������� ������ ����2 Ar Ar = ma/mu  8
;������ .��6��<

����� ���#�� Vm Vm,B = V/nB �3 ���−1 &2 42 5
���� *������� w wB = mB/

∑
i
mi  &

; < ��� .��$� /�* �#)������1 ��� )� ��+����$ )� ��� �+���3������ �* ��� ������2 �!6! /���#�� �*
�0�6�� �����1 �� /���#�� �* �0�6�� ;�� $��0�6��2 �2< �����#���1! ���� ���� /���#�� �* �0�6��1 ��
��)�6#�#� ��$ ���#�$ )� #��$ ���� �* ��� ������6 �� ����� *��� ��� �����0� ;��� ���� ��� $���#�����
�� ������� &! =! ;�<2 +! ,%<!

#$��!
� D��� ��� ���#�� �* �2 �� �"#�� �� % ���2 n(�2) = 3 ���2 ��� ���#�� �*
(1/2) �2 �� �"#�� �� 4 ���2 ��$ n((1/2) �2) = 6 ���! ��#� n((1/2) �2) = 2n(�2)!

;&< ��� $�3������ �++���� �� �������� ' .���� ���#�$ ��.��� )� ��$�����$ )� � �#)����+� �� ��
+����������2 �!6! nB �� n(')! D��� ��� �������� ���+������� �� .������ �#�2 +���������� ���#�$
)� #��$2 n(O2)!
;%< ��� ���)�� NA �� #��$ �� ����#� ���$�� ���6�$��2 ��� ���)�� L �� #��$ �� ����#� �* E���*
�������$�!
;(< ���� ���� /*���#�� #���1 �� ��� � #��� ;��� �0��+��� �� ������� &! =! ;���<2 +! ,=<!
;,< mu �� �"#�� �� ��� #��3�$ ������ ���� #���2 .��� ���)�� #2 �!�! mu = 1 # ;��� ������� %!52
+! >&<! ��� $�����2 ���)�� ��2 �� #��$ �� �� ����������� ���� *�� ��� #��3�$ ������ ���� #���!
;4< ��� $�3������ �++���� �� +#�� �#)������2 .���� m �� ��� ����� ���� ��$ V �� ��� ����� ���#��!
��.����2 ������+��$��6 "#�������� ��� ���� )� $�3��$ *�� � ��0�#�� �� m/n ��$ V/n2 .����
n =

∑
i ni. ����� "#�������� ��� �����$ ��� ���� ����� ���� ��$ ��� ���� ����� ���#�� ���+��������!

;5< ����� �����2 .���� ����#$� ��� .��$ /�����12 #�*���#������ #�� ��� ���� �* � ���� �� ���
$�����+���� �* � "������	2 .���� �� +�����+�� �� �� )� ����$�$!
;8< 
�� ���������� ������� ��� ����� /�����#��� .��6��1 ��$ /������ .��6��1 ��� ����� #��$! 
��
�����#��� Mr �� ��� �������� �����#��� ���� �� /�����#��� .��6��1! 
�� ����� Mr �� ��� ��������
������ ���� �� /������ .��6��12 ��$ ��� ���)�� Ar ��� )� #��$! Mr ��� ���� )� �����$ ��� ��������
����� ����2 Mr,B = MB/Mu2 .���� Mu = 1 6 ���−1! ��� ����$��$ ������ .��6��� ��� �����$ ��
������� 4!&2 +!   5!
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 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

���#�� *������� φ φB = VB/
∑
i
Vi  &2 >

���� *�������2 ���#��9�*9 x, y xB = nB/
∑
i
ni  &2  =

�#)������ *�������2
���#�� *�������

;�����< +����#�� p, (P ) �� &2   
+������ +����#�� pB pB = yB p ��  &
���� �������������2 γ, ρ γB = mB/V :6 �−3 &2  %2  (
;���� $������<

�#�)�� �������������2 C, n CB = NB/V �−3 &2  %2  ,
�#�)�� $������ �*
��������

���#�� �������������2 c2 K'L cB = nB/V ��� �−3 &2  %2  4
�������������

���#)����� s sB = cB ;���#����$ ���#����< ��� �−3 &2  5
�������� m, b mB = nB/mA ��� :6−1 &2 52  (
�#�*��� ������������� � �B = nB/A ��� �−2 &2  8
�������������� �#�)�� ν   >
�0���� �* ��������2 ξ ξ = (nB − nB,0)/νB ���  >
�$���������

$�6��� �* �������� α α = ξ/ξmax  &=

;>< ����2 VB ��$ Vi ��� ��� ���#��� �* �++��+����� ���+������ +���� �� ��0��6! �� ����� $�3�������
��� +����)��2 �!6! ��� % K,L2 ��� ���� ���#�$ ��� )� #��$ �� ���#���� .��: .����#� �+�����6 �#� ���
$�3������!
; =< 
�� ���$����$ +����� x �� #��$2 ��$ *�� 6����#� ��0�#��� y ��� )� #��$ K5&L!
;  < �����#��� ��� �*��� �0+�����$ �� ��� ���9�� #��� )��2 .����  )�� W  =5 ��! ��� ����$��$
+����#�� p◦− W  )�� W  =5 �� ;��� ������� &!  ! ;�<2 +! 4&2 ������� 5!&2 +!  %82 ��$ ��� ����������
��)�� �� +! &%%<! �����#��� ��� �*��� �0+�����$ �� �����)�� �� �����+�����2 .����  �)�� W  =−3 )��
W  == �� W  ���!
; &< ��� ���)�� ��$ ��� $�3������ �++�� �� �����#��� '2 .���� ���#�$ )� �+���3�$! �� ���� ;���9
�$���< 6����2 ���� �� ��"#���$ �� $�3���6 ��� +������ +����#��!
; %< V �� ��� ���#�� �* ��� ��0�#��! 7#�������� ���� $�����)� ���+�������� �* ��0�#��� ��� )�
*�#�$ �� K5&L!
; (< �� ���� $�3������ ��� ���)�� m �� #��$ .��� �.� $�A����� ������6�? mB $������ ��� ��
�
��	
�* ���#�� '2 mA $������ ��� ���� �* ������� � ;��#� ��� #��� ��� :6−1<! ���� ���*#���� �* ��������
�� ����$�$ )� #���6 ��� ���)�� b *�� ��������! � ���#���� �* ��������  ��� :6−1 �� ������������
�����$ �  ����� ���#����2 $�����$  � ���#����P ��.����2 ��� ���)�� � �#�� ��� )� ������$ �� �
���)�� *�� ��� #��� ��� :6−1 �� ���)������� .��� ����� #����!
; ,< ��� ���� �#�)�� ������������� ��$ ���)�� C �� +��*����$ *�� ��0�#���! 
��� �#�� )� ��:��
��� �� #�� ��� ���)�� n .���� �� ��� )� �����:���� �����+����$ �� $����� ���#�� �* �#)������!
; 4< /���#�� �������������1 �� �� �))��������� �* /���#��9�*9�#)������ �������������1! ;��� 
���9
���� 
�������� �������� �* �	��
 ��������$� ���� ���#��9�*9�#)������ ������������� )� �))����9
���$ �� /�#)������ �������������1 K (25%L!< ��� .��$ /�������������1 �� �������� #��$ ����� .����
����� �� �� ���: �* ���*#����2 �� �� ���B#������ .��� ��� ���� ;�� ���)��< �* � �������� �#)������2
�� �� �������� �� �������� ;��� ������� &! %2 +! 5=<! �� +������ ������� ��� .��$ /�������������1
��$ ��� ���)�� c �� �������� #��$ *�� ���� �������������! �� ��� ��$�� �������#�� ���� "#������ .��
�*��� �����$ ��
����	2 � #��6� ���� ���#�$ )� ����$�$ $#� �� ��� ���: �* ���*#���� .��� ��� "#������
��
�
��	! 	���� �������� #��$ *�� ���#�� ������������� ��� ��� �−1 ;�� ��� $�−3<2 ���� �−12
���� �−1 ���!2 �*��� $�����$ �2 ��2 �� ���! ;+����#���$ �����2 ����������2 ����������<!
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��� ���)��� *�� ��� �������� �������� ��� ;�� ���� �����< $�����$ *��� ����� ����� ����� ��$
������� �* ��� �� �.� ������� .���� ���#�$ ��.��� )� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+�! � ���+����
���� �� 6���� �� ������� 4!&2 +!   5! ��� ���)�� �� ��� *����.�$ )� � *#�� ���+ �0��+� �� ��� ��$ �* �
��������!

#$��!
�� �2 	2 ��2 


��� ���)��� ���� �.� $�A����� ������6� ;.���� ���� ��C���� �� ����� #�� �� �������� *���#��� ��$
�"#������<?

;�< �� � ��
���
�!�
 ����� ���� ��� $����� �� ���� �* ��� �������! 
�� �0��+��2 
� $������ �
�������� ���� �����6  5 +������ ��$  8 �� &= ��#����� ;6����6 � ���� �#�)�� �* %, �� %5<2 ���
$�A������ )���6 �6����$! ��� ���� �� �� �����6� %,!(,&5 # �� ����������� ���+���!

;)< �� � ��
���
�!�
 ����� ���� $����� � ���+�� �* ��� �������! 
�� �0��+��2 
� $������ � ���+��
�* ����2 ��$ �� � ���+�� �* ����#� 6��! ���� ��� ���� )� #��$ �� � ��������$ �� $����� ���
�������? /
� �� ��� �* ��� ���� ������ �������� �� ��� �����N� ��#��!1

��� ���� ��

��� ��+���� �� ���� �* �+���3�$ ������ �#�)�� ;+����� �#�)��< ��$ ����
�#�)�� ;�#����� �#�)��<! � �#���$� ��� )� �+���3�$ )� ��������6 ��� ���� �#�)�� �� � ��*�
�#+������+� �� ��� �	���
 *�� ��� �������2 �� �� 14
2 �� �$$�$ �*��� ��� ���� �* ��� �������2 ��
�� ���)��9 (! �#���$�� �����6 ��� ���� ������ �#�)�� )#� $�A����� ���� �#�)��� ��� �����$
�����+�� �#���$�� �� �����!��2 �� �� 12
2 14
! �* �� ��*� �#+������+� �� �������$2 ��� ���)�� �� ���$ ��
����#$��6 ��� �����+�� �� ���#��� �)#�$����? n;
�< W n;35
�< Y n;37
�<! �#���$�� �����6 ��� ����
���� �#�)�� )#� $�A����� ������ �#�)��� ��� �����$ ���)���� �#���$�� �� �������? 14
2 14�! ���
������ �#�)�� ��� )� �������$ �� � ��*� �#)����+�? 14

6
2
14
7�!

��� ����� ����6� �#�)�� �� $�����$ )� � ��6�� �#+������+�2 )� ��� ��6� ����� .��� ��� ����6�
�#�)�� �� �"#�� �� +�#� ��� �� ���#� ���!

#$��!
�� ��+ � ��$�#� +������� ��� ;������<
79'�− � )������95> ��6����� ��� ;�����2 )����$� ���<
��3+ �� ��+3 ��#����#� ���+�� +������� ���
% �2− �� % �−2 ����� �#�*#� $�#)�� ��6����� ���� ;�#�3$� ����<

��3+ �� �������� #��$ �� ��������� ��$ ��������$�$ )� K5(L! ��� *���� ��+3 ��$ �−22 �����#6�
.�$��� #��$2 ��� �)������ K5(L2 �� .��� �� ��� ��$ �������� ��+++2 �=2 ��$ �−−!

;����� ������#�$<
; 4< ;������#�$< ��#� � �� �*��� ������$ �� � ���)�� *�� ��� �−1!
; 5< ���#)����� ��� ���� )� �0+�����$ �� ��� #���� ������+��$��6 �� "#�������� ���� $����� ��������
���+�������2 �#�� �� ���� *�������2 ���#�� *�������2 ��������2 ���#�� *�������2 ���!
; 8< A $������ ��� �#�*��� ����!
; >< ��� �������������� �#�)�� �� $�3��$ ����#6� ��� �������������� �"#�����! �� �� ��6����� *��
��������� ��$ +������� *�� +��$#���! ��� ���#�� �* ��� �������������� �#�)��� $�+��$ �� ��. ���
�������� �"#����� �� .������ ;��� ������� &! =! ;��<2 +! ,&<! nB,0 $������ ��� ���#� �* nB �� /Q���
����12 .��� ξ = 0 ���!
;&=< ξmax �� ��� ���#� �* ξ .��� �� ����� ��� �* ��� ��������� �� �0��#���$! 
�� �+���3� ���������2
����� �#�� �� /$�6��� �* $�����������1 ��$ /$�6��� �* ����Q�����1 ���! ��� �������� #��$!
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��� ��6�� �#+������+� +������� �� ���� #��$ �� ������ ����� ��*��������! �0����$ ���������� ������
��� )� $�����$ )� �� �������:!

#$��!
�� �∗2 
�∗

�0�$����� �#�)��� ��� $�����$ )� +������� �� ��6����� ����� �#������ �� )� Q��� ;��� ���� �������
&! =! ;��<2 +! ,&<!

#$��!
�� ��VII2 ���6�����;U��<2 �−II2 ��0

��� +�������� ��$ ������6� �* ��$���� ���#�$ ��� ���)�� �* ��� ������� ��� �#�����Q�$ ��
*����.�?

��*� �#+������+� ���� �#�)��
��*� �#)����+� ������ �#�)��
��6�� �#+������+� ����6� �#�)��2 �0�$����� �#�)��2 �0��������
��6�� �#)����+� �#�)�� �* ����� +�� ������ ;��� ������� &! =! ;���< )���.<

:��; �1230,. /0* @+*5�7,(. +)> )-7,(+* *(+75�0).

+����� +2 ++ +������� �+2 �+ ������ �
����+����� p̄ +������� �#�� �+ ������ � ;3��2+<
��#���� � ��6����� �#�� �− �9+������� � ;4��2+<
������#���� n̄ +����� � ;��������< ��#����� �e

�������� �2 �−2 �− $�#����� $ �������� ������#����� �̄e

�������� ���)��� ��� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+� ;)#� ��� 
��+��� 42 +!   %<! ��� ��������
����6� �* +�������� ��� )� ��$�����$ )� �$$��6 ��� �#+������+� Y2 −2 �� =P �!6! ++2 �02 �−2 ���!
�* ��� ���)��� + ��$ � ��� #��$ .����#� � ����6�2 ���� ��*�� �� ��� +������� +����� ��$ ��6�����
�������� ���+��������! � �#����� �* ��������$�$ ����� *�� �#���#� ��$ ��$��6�� ����� ��$
����� ���� ��� )� *�#�$ �� K5,L!

��� ������6 �* ��� ���)���� �0+������� ��$������6 � �#����� �������� ���#�$ )� �� *����.�?

�������
�#���$�

(
�������6 +�������� , �#�6���6 +��������

�� "#���� �� "#����

)
3���
�#���$�

#$��!
�� 14�;�2 +<17�2 59
�;�2 �<60
�
23��;�2 %�<20��2 31�;�2 +�<29��

��� ��� ���� #�� ��� ����$��$ �������� *��� :������� ;��� ������� &! &2 +! 4%<!
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:���; �9(2�7+, /0*2-,+(

�� �� ��� ���� �* �������� ���)��� �* ��������2 �������� *���#��� ���� �.� $�A����� ������6�?

;�< �� � ��
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�!�
 ����� ���� $����� ��� ����2 ��� �����#��2 ��� ���2 ��� ��$����2 ���! ���
�#�)�� �* ����� �� �� ������ ;��.��� �� ����6��< �� ��$�����$ )� � ��6�� �#)����+�2 ��� �#�����
 )���6 ������$! -��#+� �* ����� ��� )� �������$ �� +����������! 
���6� �#�)��� �* ���� ��$
�0�������� ���)��� ��� �$$�$ �� ��6�� �#+������+�� �� ��� *���#��! ��� ��$���� ���#�� �* �� ������
��� )� �0+�����$ )� �$$��6 � $�� �� ��� ���)��! ��� ���������#�� *�� ��$�����2 ����2 ��$���� ����2
��$ ������$ �+����� �� $�����)�$ �� K542 55L!
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�� ;� &9������9&9+��+���� �����#��<
��∗2 ;�� �0����$ �����6�� $��0�$� �����#��<
�� ;� �����6�� �0�$� �����#��<
��

•
;� �����6�� �0�$� �����#��2 ��������6 ��� *��� ��$���� ���������<

�� .�����6 ��� *���#�� *�� � ���+��0 ���2 �+����6 *�� ����6� �#�)�� ��� )� �$$�$ ;���66���$
�����6�����<2 �� .��� �� +����������? �� 2−

4 2 ;��4<2−! ��� ���66���$ �����6����� �� ��. �����9
���$�$ K5(L!

�+���3� ���������� ������ �* �������� ;�����2 �����#���2 ����< ��� )� $�����$ )� 6����6 ���
���������� ���� ���)�� ;��� ������� &!4!%2 +! %&< �� +����������! U�)�������� ��$ ���������� ������
��� )� �+���3�$ )� 6����6 ��� ������+��$��6 "#���#� �#�)��� ;��� ������� &!42 +! &, ��$ %%<!

#$��!
�� �6;3�1< � ����#�� ���� �� ��� ���+���9�9��� �����
�
;v = 22 J = 6< � ��$��6�� C#���$� �����#�� �� ��� ��)�������� �����

v = 2 ��$ ��� ���������� ����� J = 6
�2�+;2�1< � .���� �����#�� ��� �� ��� $�#)���9�9��� �����

;)< �� � ��
���
�!�
 ����� � *���#�� $������ � ���+�� �* � �������� �#)������ ;��� �����������
���)��2 �� ��+�)�� �* �0�����6 �� �������$ *���<! ��� �������� ���+������� �� $�����$ )� ��6��
�#)����+�� ;��� ����������� ����6���P ��� �#�����  )���6 ������$<! � /*���#�� #���1 ;.���� �� ���
� #��� �* � "#������Z< �� �� ������ �+���3�$ �� � 6��#+ �* ����� ;��� ;��< ��$ ;�< )���.<!

#$��!
�� ��2 ��+2 ��
�2 
�0.91�2 ]���
62 ��
�

��� *���#�� ��� )� #��$ �� �0+�������� ��:� ρ;�2��4<2 ���� $������ �* �#�*#��� ���$! D��� �+���*���6
���#�� �* �#)������ ��� *���#�� �� �*��� �#���+���$ .��� � *�����2 �������� � ����� ����6�� �� �
*�������2 ��� �0��+��� �� ;��< ��$ ;�<! ���� *�������2 ��� *���#�� �� �*��� #��$ �� � ��������$
;/�������6 .��� �2��41<! 
������� *���#��� ��� )� .������ �� $�A����� .��� �����$��6 �� ���
��*�������� ���� ������ K ,2 5(2 582 5>L?
4����
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2 � ��� ��� �����+����� �� �����+���6#�� �* ��� *�����$�9
��$� �����#��! �� ��� )��� �#66����$ K 4L �� ������� �����+���� *�� �����#��� �* ��� ���� �����+��

, 



:��; �4-+5�0). /0* 79(2�7+, *(+75�0).

;�< �� � ��
���
�!�
 ����� ��� �������� �"#����� ��+������� �� ���������� �������� ;�� ����� ��9
������6 ���6�� �����2 �����#���2 ��$ ��$�����<2 �� ��� �#� �* � ��� �* �#�� ���������! ��������������
�#�)��� ��� ± ;��������� ±&<! � ���6�� ����. �� #��$ �� ������� ��������� ��$ +��$#��� �� ��
���������� ��������! �� �"#�� ��6� �� #��$ *�� ��� /���1 ��������2 ��� ���#�� �* � ��� �* ����������
��������� ;��� ������� &! &! 2 +! 48<!

� Y '�2 → �'� Y '� ��� ���������� ���+ �� �'� *��������
�2 Y '�2 W 2 �'� ��� �#� �* ������� �#�� ���������� ���+�

;)< �� � ��
���
�!�
 �����2 $�A����� ���)��� ��� #��$ ���������6 ��� ��������� ��$ +��$#��� �� ���
�������� �"#�����2 .��� ��� *����.��6 ������6�?

�2 Y '�2 W 2 �'� �������������� �"#�����
�2 Y '�2 → 2 �'� ��� *��.��$ ��������
�2 Y '�2 � 2 �'� ��������2 )��� $���������
�2 Y '�2 � 2 �'� �"#���)��#�

��� �.�9��$�$ ����.↔ ���#�$ ��� )� #��$ *�� ��������� �� ����$ ���*#���� .��� ��������� ���#��#���
;��� ������� &! =! ;���<2 +! ,=<!

�������������� �#�)��� ��� ��� #��"#�! ��� ��$ ��� ���� �������� ��� )� �0+�����$ �� $�A�����
.��� ;.����#� ��� ����6� �� ������6<!

#$��!
�� ��� *�������� �* ��$��6�� )����$� *��� ��� �������� ��� �"#���� .��� )�
.������ �� ������ �* ����� �.� .���
(1/2) �2 Y (1/2) '�2 W �'�
�2 Y '�2 W 2 �'�

���� ��� ��:��6 +��� �� � �������� ;/�+������� ����1< ��� �*��� ������$ *��� �� �"#�����!
��$�0 �"#������ ��� �*��� .������ �� ���� ��� ���#� �* ��� �������������� �#�)�� *�� ��� ���������
�����*����$ ;.���� ��� �������� ������$ *��� ��� ������� �"#�����< �� �"#�� �� ±1!

#$��!
� (1/5) J��VII�4 Y (8/5) �
� W (1/5) ��II
�2 Y (1/2) 
�2 Y (1/5) J
� Y (4/5) �2�

��� �0�$����� �* ������$� )� +�����6����� �� ���$ ���#���� ��� ��#� )� ��+�������$ �� �������
;�"#���� �������< .���!

#$��!
�� J���4 Y 8 �
� W ��
�2 Y (5/2) 
�2 Y J
� Y 4 �2�
���−4 Y 5 
�− Y 8 �+ W ��2+ Y (5/2) 
�2 Y 4 �2�
(1/5) ���4

− Y 
�− Y (8/5) �+ W (1/5) ��2+ Y (1/2) 
�2 Y (4/5) �2�

��������� � �������� �� �� ��������������� ���� ��� )� .������ �� ���� ��� �������� �#�)�� �* ��
��������������� ���� ��������2 z2 ;��� ������� &! %2 +! 5 < �� �"#�� �� ���?

#$��!
� (1/3) ��0;�< Y (1/2) �62
I��4;�< W (1/6) ��2

III;��4<3;�"< Y �60;�<

.���� ��� ���)��� �� +���������� $����� ��� ����� �* �66��6����� ;��� ������� &! =! ;��<2 +! ,(<!

;����� ������#�$<
; < ;������#�$< ���+������� )#� $�A����� ���#��#��2 �#�� �� 
�3
�;��<
��� ��$

�3
�;��<
��� *�� .���� ��� ���� #��� �����+�9������!
;&< ��� ����� �� ��� ������������2 ��������������2 �� ��������� ���#��#�� *���#�� ��+������ ���6��2
$�#)��2 �� ���+�� )��$�! ���� ��� ���� #��$ �� ��+��������6 ����9+��� ��������� ;���6�� ������� )��$<!
;%< �� ��� 
������ +��B������ ��� ����Q����� �#)����#���� ��� �����+����$ �� �)��� ��� +���� �* ���
+�+�� .������ ��� �������� �#)����#���� ��� �����+����$ �� )����$ ��� +���� �* ��� +�+��!
;(< ��� �.�9��$�$ ����. ��+������� ��� �����6����� �* ������� ��������� �� ��������� ���#��#���2
�#�� �� )��Q��� 
6�6 ��$ $��� ��� ��6��*� � �������� �"#����� ;��� ������� &! =! ;��<2 ���� +�6�<!
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�1230,�7 �05+5�0)A � 6������ �������� �"#����� ��� )� .������ ��

0 =
∑

j

νj Bj

.���� 'j $������ � �+����� �� ��� �������� ��$ νj ��� ������+��$��6 �������������� �#�)�� ;��6�����
*�� ��������� ��$ +������� *�� +��$#���<! ��� ������� ��������� �� �"#���� .��� �0+�����$ �� �����
�.� +����)�� .���?

;�< (1/2) �2 Y (3/2) �2 W ��3 ν;�2< W − H&2 ν;�2< W −%H&2 ν;��3< W + 
;��< �2 Y 3 �2 W 2 ��3 ν;�2< W − 2 ν;�2< W −%2 ν;��3< W +&

��� ����6�� Δnj = nj − nj,0 �� ��� ���#��� �* ��� �������� ��$ +��$#�� j $#���6 ��� ��#��� �*
��� �������� �� 6������$ )� ��� +��������2 ��� �0���� �* �������� ξ2 ����#6� ��� �"#�����

nj = nj,0 + νj ξ

��� �0���� �* �������� $�+��$� �� ��. ��� �������� �� .������2 )#� �� �� ��$�+��$��� �* .���� ������
�� ��� �������� �� #��$ �� ��� $�3������! ��#�2 *�� �������� ;�<2 .��� ξ W & ���2 ���� Δn;�2< W − 
���2 Δn;�2< W −% ��� ��$ Δn;��3< W +& ���! 
�� �������� ;��<2 .��� Δn;�2< W − ��� ����
ξ W  ���!

�+5*�
 �05+5�0)A 
�� �#���9�������� ������� �� �� ���������� �� .���� ��� �������� �"#������ ��
�����0 *���

� ννν = 0

.����� �� ��� ������������ ;�� *���#��< �����0 .��� �������� Aij ��+��������6 ��� �#�)�� �* �����
�* ��� i�� ������� �� ��� j�� �������� �+����� ;�������� �� +��$#�� ������< ��$ ννν �� ��� ��������������
�#�)�� �����0 .��� �������� νjk )���6 ��� �������������� �#�)��� �* ��� j�� �������� �+����� �� ���
k�� ��������! D��� ����� ��� Ns �������6 �+����� �������$ �� ��� ������ ���������6 �* Ne ��������
� )������ �� Ne×Ns �����0! ��� �#�����2 N(�) = Ns− ���:;�<2 6���� ��� �#�)�� �* ��$�+��$���
�������� ���������2 Nr2 ��$ ��� Ns × Nr �������������� �#�)�� �����02 ννν2 ��� )� $��������$ ��
��� �#�� �+��� �* �! � �� �� Ne ×Nr Q��� �����0 K8=L!

:�; �20-)5 0/ .-3.5+)7( +)> 59( .@(7�=7+5�0) 0/ ()5�5�(.

��� "#������ /���#�� �* �#)������1 �� /�������� ���#��1 ;/���A���6�1 �� -�����2 /"#�����O $�
����M��1 �� 
�����< ��� )��� #��$ )� �������� *�� � ���6 ���� .����#� � +��+�� ����! �� .�� ���+��
��*����$ �� �� ��� /�#�)�� �* �����1! ���� +������� ���#�$ )� �)��$���$? ��� ���� �* � +�������
"#������ ���#�$ ��� ������� ��� ���� �* � #��� ;*�. .�#�$ #�� /�#�)�� �* ������1 �� � �������
*�� /���6��1<!

��� ���#�� �* �#)������ �� +��+�������� �� ��� �#�)�� �* �+���3�$ ���������� �������� �*
���� �#)������P ��� +��+����������� �������� �� ��� ���� *�� ��� �#)������� ��$ �� ��� ����+�����
�* ��� ���6�$�� ��������! ��� ���������� �������� ��� )� ������ �� ����������2 ��� �����������
�� +��������� ���� ��$���$#�� +��������! �� ��� �0��+��� )���.2 (1/2) 
�22 (1/5) J���42 ���! ���
����3���� �� ��� ����� ���� �� �#�� ���������� �������� �0����! ����� ��� ���#�� �* �#)������ ��$
��� +������� "#�������� $�����$ *��� �� $�+��$ �� ���� ������ �� �� ��������� �� �+���*� ��� �������� ��
����$ ��)�6#�����!
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#$��!
�� nCl2 n;
�< ���#�� �* 
�2 ���#�� �* �������� �����
n;
�2< ���#�� �* 
�22 ���#�� �* �������� �����#���
n;�2��4< ���#�� �* ;��������< �2��4

n;(1/5) J���4< ���#�� �* ;��������< (1/5) J���4

M;�4< ����� ���� �* �����+���+���#� �4

cCl− , c;
�−<2 K
�−L ���#�� ������������� �* 
�−

ρ;�2��4< ���� $������ �* �#�*#��� ���$
�;�6��4< ����� ���$#������� �* ;�������� �*< �6��4

�;(1/2) �6��4< ����� ���$#������� �* ;�������� �*< (1/2) �6��4

λ;�62+< ����� ���$#������� �* ;�������� �*< �62+

λ;(1/2) �62+< ����� ���$#������� �* ;�������� �*< (1/2) �62+

	���6 $�3������� �* �����#� "#�������� .� ��� $����� �"#������ ��:�

n;(1/5) J���4< W ,n;J���4<
λ;(1/2) �62+< W ; H&<λ;�62+<
[(1/2) H2SO4] = 2 [H2SO4]

;��� ���� �0��+��� �� ������� %!%2 +! 88!<

���� ���� /���#�� �* �#�*#�1 �� �� ��)�6#�#� ���������2 )���#�� �� ��6�� ��+�� n;�<2 n;�8<2 ��
n;�2<2 ���! �� ���� ����� �����6�#� ���������� ��� ���� ��)�6#�#�! ��#� *�� ���+�#�$� ��� ��+���$
������ �� #�#���� ��� �����#�� �� ��� ������ *���#�� ������2 ��$ *�� ����$ ������ �� �� ��� ����!

#$��!
�� /& ��� �* .����1 ��+���� n;�2�< W & ���
/=!, ��� �* ��$�#� ������$�1 ��+���� n;��
�< W =!, ���
/% ���� �* ����1 ��+���� n;
�< W % ����

�#�� ���������� ���#�$ )� ����$�$ .������� ����� ��6�� )� ��)�6#���!

�� ��� �"#����� pV = nRT ��$ �� �"#������ ��������6 �����6����� +��+������2 ��� ������ ��+���$
�� ��� $�3������ �* n ���#�$ )� �� ��$�+��$����� ����������6 +������� ;� .���� �����#�� *�� � 6��<2
.���� ���#�� �� #���+������! 7#�������� ���� $�����)� ���+�������� �* ��0�#��� ��� )� *�#�$
�� K5&L!

:��; �5+5(. 0/ +??*(?+5�0)

��� *����.��6 ���92 �.�9 �� �����9������ ���)��� ��� #��$ �� ��+������ ��� ������ �* �66��6����� �*
�������� �+����� K !BL! ��� ������� ��� �++��$�$ �� ��� *���#�� ���)�� �� +����������2 ��$ ���#�$
)� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+� .����#� � *#�� ���+ ;+����$<!

�2 �$� �+����� �$���)�$ �� � �#�*��� 6 6�� �� ��+��
�� ����+��#� ����$ � ��"#�$
�" �"#��#� ���#���� �� ��"#�$ �������
�"2 ∞ �"#��#� ���#���� �� ��3���� $��#���� ��� ��������� *���
�$ ���$����$ +���� � ������� +����

;�!�!2 ����$ �� ��"#�$< +�� +�������� *���
�� ����������� � ����$
* C#�$ +���� ��� ���#����

;�!�!2 6�� �� ��"#�$< ��� ������#� �#)������
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#$��!
�� �
�;6< ��$��6�� ������$� �� ��� 6����#� �����
CV ;*< ���� ��+����� �* � C#�$ �� �������� ���#��
Vm;��< ����� ���#�� �* � ��"#�$ �������
U;��< �������� ����6� �* � ����������� ����$
���2;��< ���6����� $��0�$� �� �� ����+��#� ����$
���2;��2 �< ���6����� $��0�$� �� ������� *��� �
����;�"< �"#��#� ���#���� �* ��$�#� ��$��0�$�
����;�"2 ∞< �"#��#� ���#���� �* ��$�#� ��$��0�$� �� ��3���� $��#����
ΔfH

◦−;�2�2 �< ����$��$ ������+� �* *�������� �* ��"#�$ .����

��� ���)��� 62 �2 ���! �� $����� 6�� +����2 ��"#�$ +����2 ���!2 ��� ���� ��������� #��$ �� � ��6��
�#+������+�2 ��$ ��� -���: ������ ���)��� �2 �2 ���! ��� )� ��������� #��$ �� $����� +���� �2 +����
�2 ���! �� � 6������ ��������!

#$��!
�� Vm
l2 Vm

s ����� ���#�� �* ��� ��"#�$ +����2 !!! �* ��� ����$ +����
Sm

�2 Sm
� ����� �����+� �* +���� �2 !!! �* +���� �

,,



���� ������	
 ��������
	����

��� ����� ��$ ���)��� �* ��� ���� 6�������� #��$ "#�������� 6���� ���� ��� ���� ��������$�$ )�
�	��� K(L ��$ )� ��� K,!$2,!�L! �$$������� ��*�������� ��� )� *�#�$ �� K !$2 !BL ��$ K8 L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

���� Q, q E  
.��: W,w E  
�������� ����6� U $UWaQYaW E  
������+� H H = U + pV E
������$������ T 2(�) J
���+����#��

������������� T�� J &
���+����#��


����#� ���+����#�� θ2 t θH◦
 W THJ − &5%! , ◦
 %
�����+� S $S W aQ���/T E J−1

��������Q ����6�2 A2 F A = U − TS E (
;��������Q *#������<

-�))� ����6�2 G G = H − TS E
;-�))� *#������<

������# *#������ J J = −A/T E J−1

�����: *#������ Y Y = −G/T E J−1

�#�*��� ������� γ, σ γ = (∂G/∂A�)T,p,ni E �−22 � �−1

����� "#������ X X�2 ;X< X� = X/n KXLH��� ,2 4
�+���3� "#������ X x x = X/m KXLH:6 ,2 4
+����#�� ���@����� β β = (∂p/∂T )V �� J −1

�������� +����#�� ���@����� αp αp = (1/p)(∂p/∂T )V J−1

���+�����)�����2
���������� κT κT = −(1/V )(∂V/∂p)T ��−1

�������+�� κS κS = −(1/V )(∂V/∂p)S ��−1

������ �0+������ ���@����� αl αl = (1/l)(∂l/∂T ) J−1

�#)�� �0+������ ���@����� α, αV , γ α = (1/V )(∂V/∂T )p J−1 5
���� ��+�����2

�� �������� +����#�� Cp Cp = (∂H/∂T )p E J−1

�� �������� ���#�� CV CV = (∂U/∂T )V E J−1

; < �� ��� $�A�������� *���2 a $������ �� ���0��� $�A��������! ��� 6���� �"#����� �� ����6����$ *���
�� ΔU = Q+W ! Q > 0 ��$ W > 0 ��$����� �� �������� �� ��� ����6� �* ��� ������!
;&< ���� ���+����#�� �� $�3��$ )� ��� /������������� ���+����#�� ����� �*  >>= ;���9>=<1 *�� .����
�+���3� $�3������� ��� +������)�$ K8&X8(L! ��.����2 ��� 
���2 �� ��� >(th ������6 �* ����)�� &==,2
��� �++����$ � ��������$����� �% ;&==,< �* ��� 
����O 
���#�����* $� �������O����2 .���� ���
���9>= )������ ��� �* ������� /����� �� +����"#�1 �* ��� :����� $�3������! ��� ��������� ����0
;&==,< �� ������)�� �� ���! 

�I=,I%% K8,L! �� �������� ��� $�3������ �* � ��*������ �����+��
���+������� �* ��$��6�� ��$ .����2 .��� #��$ *�� ��� �����Q����� �* 30�$ +����� �* ��� /����� ��
+����"#�1!
;%< ���� "#������ �� ��������� �������$ /�����6��$� ���+����#��1!
;(< ��� ���)�� F �� ��������� #��$ �� �� ��������� ���)�� *�� ��� ��������Q ����6�!
;,< ��� $�3������ �++���� �� +#�� �#)������! ��.����2 ��� �����+� �* ����� ��$ �+���3� "#��������
;��� �������  !(2 +! 4< ��� ���� )� �++���$ �� ��0�#���! n �� ��� ���#�� �* �#)������ ;��� �������

,4



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

����� �* ���� ��+������� γ, (κ) γ = Cp/CV  
E�#��9������� ���@����� μ, μ�� μ = (∂T/∂p)H J ��−1

������� +�.�� �, P � = dQ/dt D
������ ���@�����2
�����$ B pV� = RT (1 +B/V�+ �3 ���−1 8
����$ C C/V�

2 + · · · < �6 ���−2 8
��� $�� D���� a (p+ a/V�

2)(V� − b) = RT E �3 ���−2 >
���@������ b �3 ���−1 >

���+������� *�����2 Z Z = pV�/RT  
;���+�����)����� *�����<

+������ ����� X�, (X�) X� = (∂X/∂n�)T,p,nj �=� KXLH���  =
"#������ X

�������� +��������2 μ μ� = (∂G/∂n�)T,p,nj �=� E ���−1   
;+������ ����� -�))�
����6�<

����$��$ �������� μ◦−, μ◦ E ���−1  &
+��������

�)���#�� �������� λ λ� = exp(μ�/RT )    

;��������< �������� a a� = exp
(
μ� − μ�◦−

RT

)
   2  %

����$��$ +������ H�
◦− H�

◦− = μ�
◦− + TS�

◦− E ���−1   2  &
����� ������+�

����$��$ +������ S�
◦− S�

◦− = −(∂μ�◦−/∂T )p E ���−1 J−1   2  &
����� �����+�

;����� ������#�$<
;,< ;������#�$< &! =2 �����  ��$ &2 +! (5<!
;4< X �� �� �0������� "#������2 .���� �� #��� �� KXL! �� ��� ���� �* ����� "#�������� ��� ��������
���#�$ )� �+���3�$!

#$��!
� V��� = V�;'< W V/n� $������ ��� ����� ���#�� �* '

;5< ���� "#������ �� ���� �����$ ��� ���@����� �* ������� �0+������2 �� ��� �0+�������� ���@�����!
;8< ������� ��� �* /+����#�� ������ ���@������1 ��� )� $�3��$ )�

pVm = RT (1 +Bp p+ Cp p
2 + · · · )

;>< 
�� � 6�� �����*���6 ��� ��� $�� D���� �"#����� �* �����2 6���� �� ��� $�3������2 ��� �����$ ������
���@����� �� ������$ �� ��� +��������� a ��$ b �� ��� ��� $�� D���� �"#����� )�

B = b− a/RT
; =< ��� ���)�� �++���� �� �������� ' .���� ���#�$ )� �+���3�$! ��� )�� ��� )� #��$ �� $�����6#���
+������ ����� X *��� X .��� ���������!

#$��!
� ��� +������ ����� ���#�� �* ��2��4 �� �"#��#� ���#���� ��� )� $�����$
V ;��2��42 �"<2 �� ��$�� �� $�����6#��� �� *��� ��� ���#�� �* ���
���#���� V ;��2��42 �"<!

;  < ��� $�3������ �++���� �� �������� ' .���� ���#�$ )� �+���3�$! ��� �������� +�������� ��� )�
$�3��$ �"#��������� )� ��� ������+��$��6 +������ $���������� �* ����� ������$������ *#������� ;U 2
H2 A<!
; &< ��� ���)�� ◦− �� ◦ �� #��$ �� ��$����� ����$��$! ���� ��� �"#���� ����+��)��! ��3������� �*
����$��$ ������ ��� $���#���$ �� ������� &!  ! ;��<2 +! 4 ! D������� � ����$��$ �������� +��������
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����$��$ �������� -�))� Δ�G
◦− Δ�G

◦− =
∑
�
ν�μ�

◦− E ���−1  &2  (
����6� ;*#������<  ,2  4

�@���� �* �������� A2 A A = −(∂G/∂ξ)p,T E ���−1  ,
= −∑

�
ν�μ�

����$��$ �������� Δ�H
◦− Δ�H

◦− =
∑
�
ν�H�

◦− E ���−1  &2  (
������+�  ,2  4

����$��$ �������� Δ�S
◦− Δ�S

◦− =
∑
�
ν�S�

◦− E ���−1 J−1  &2  (2  ,
�����+�

�������� "#������ Q Q =
∏
�
a�

ν�   5

�"#���)��#� �������� K ◦−,K K ◦− = exp(−Δ�G
◦−/RT )   &2  ,2  8

�"#���)��#� ��������2
+����#�� )���� Kp Kp =

∏
�
p�

νB ��ΣνB  ,2  >

������������� )���� Kc Kc =
∏
�

c�
νB ;��� �−3<ΣνB  ,2  >

�������� )���� Km Km =
∏
�
m�

νB ;��� :6−1<ΣνB  ,2  >

*#6����� f, p̃ f� = λ� lim
p→0

(p�/λ�)T ��   

*#6����� ���@����� φ φ� = f�/p�  
�����N� ��. �������� k� k�,� = lim

x�→0
(f�/x�) ��   2 &=

= (∂f�/∂x�)x�=0

;����� ������#�$<
; &< ;������#�$< μ◦− �� � ����$��$ �"#���)��#� �������� K ◦− �� ����� ����$��$ "#������ �� #��$2 ���
����$��$ ����� �#�� )� �+���3�$!
; %< �� ��� $�3���6 �"#����� 6���� ����2 ��� +����#�� $�+��$���� �* ��� �������� ��� )��� ��6�����$
�� �� �*��� $��� *�� ���$����$ +����� �� �����+����� +����#��!
�� �"#������� $�3������ �� a� = λ�/λ�

◦−2 .���� λ�◦− = exp(μ�◦−/RT )! ��� $�3������ �* μ◦− $�+��$�
�� ��� ������ �* ��� ����$��$ ����� ;��� ������� &!  ! ;��<2 +! 4 <!
; (< ��� ���)�� � ��$������ �������� �� 6������! �� +�����#��� ����� � ��� )� ��+����$ )� �������
�++��+����� �#)����+�2 �!6! Δ�H

◦− $������ ��� ����$��$ ����� ������+� �* *��������P ��� �������

&!  ! ;�<2 +! ,> )���. *�� � ���� �* �#)����+��! Δr ��� )� �����+����$ �� �+������ ���)�� Δr
def= ∂/∂ξ!

; ,< ��� �������� �#�� )� �+���3�$ *�� .���� ���� "#������ �++����!
; 4< �������� ������+��� ;��$ �������� ����6��� �� 6������< ��� #�#���� "#���$ �� :E ���−1! �� ���
��$�� �������#�� :��� ���−1 �� ���� ������2 ��.����2 �����#� �������� �0���! 
�� ��� ��������������
�������2  :��� W (! 8( :E ;��� ������� 5!&2 +!  %5<!
; 5< ���� "#������ �++���� �� 6������ �� � ������ .���� �� ��� �� �"#���)��#�!
; 8< ���� "#������ �� �"#�� �� ��� ���#� �* Q �� �"#���)��#�2 .��� ��� �@���� �� Q���! �� �� $�9
����������� ��$ ��� ���#� $�+��$� �� ��� ������ �* ����$��$ �����2 .���� �#�� )� �+���3�$! ���
K,!�L ��$ ��� �	��
 ������$������� 
��������� K8 L ��������$ ��� ���)�� K ◦− ��$ ��� ����
/����$��$ �"#���)��#� ��������1! ���� �������� +��*�� ��� ���)��K ��$ ��� ���� /������$������
�"#���)��#� ��������1!
; >< ����� "#�������� ��� ��� �� 6������ $������������! ��� ��� $�3�� �� �� �����6�#� .�� ��
�"#���)��#� �������� �� ����� �* *#6����� Kf 2 ���! �� ��. +����#��� Kp �� �++��0������� ������$
�� K ◦− )� ��� �"#����� K ◦− ≈ Kp/(p◦−)ΣνB 2 ��$ ��������� �� $��#�� ���#����� Kc �� �++��0�������
������$ �� K ◦− )� K ◦− ≈ Kc/(c◦−)ΣνB P ��.����2 ��� �0��� ��������� ������� *#6����� ���@������ ��
�������� ���@������ K8 L!
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 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�������� ���@�����

��*������$ �� ���#��N� ��. f f� = a�/x�    2 & 

��*������$ �� �����N� ��.

�������� )���� γm am,� = γm,�m�/m
◦−    2 &&

������������� )���� γc ac,� = γc,�c�/c
◦−    2 &&

���� *������� )���� γx ax,� = γx,�x�   =2 & 

����� �����6��2

�������� )���� Im, I Im = (1/2)
∑
i
mizi

2 ��� :6−1

������������� )���� Ic, I Im = (1/2)
∑
i
cizi

2 ��� �−3

������� ���@�����2

�������� )���� φm φm =
μ ∗
� − μ�

RTM�
∑
�
m�

 &%2 &(

���� *������� )���� φx φx = −μ
∗

� − μ�
RT lnx�

 &&2 &%

������� +����#�� 
 
 = −(RT/VA) ln aA �� &%2 &,

;����� ������#�$<
; >< ;������#�$< ��� �"#���)��#� �������� �* $�����#���� �* �� ����������� ;$�����)��6 ��� �"#���)��#�
)��.��� �0���� ����$ +���� ��$ �������$ ����< �� �*��� �����$ � ���#)����� +��$#��2 $�����$ K��� �� K�
;�� K���◦− �� K�◦− �� �++��+�����<! �� � ������� .�� ��� �"#���)��#� �������� *�� �� ���$ $�����������
�� �*��� .������ K
2 *�� )��� ��$������� K�2 ��$ *�� .���� $����������� K !
;&=< �����N� ��. �� ��������� �0+�����$ �� ����� �* ���������� �� ������������� ��$ ���� ��� �����9
�+��$��6 #���� �* �����N� ��. �������� ��� �� :6 ���−1 �� �� �3 ���−12 ���+��������!
;& < ���� "#������ �++���� �� +#�� +�����2 �#)������� �� ��0�#���2 �� ��������!
;&&< ���� "#������ �++���� �� ���#���!
;&%< � �� ��� �������2 ' �� ��� �� ���� ���#���!
;&(< ��� �������� ' ��� ��$�+��$��� ���#�� �����#���2 ����2 ���! ��6��$���� �* ����� ���#��! �����
���#�� �� ��������� �0+�����$ �� ������� ;������6 � ���� �* ����������� ������ ��������<2 )#� ����
#�� �� $����#��6�$!
;&,< ���� $�3������ �* ������� +����#�� �++���� �� �� �����+�����)�� C#�$!

�'��'� �59(* .1230,. +)> 70)�()5�0). �) 79(2�7+, 59(*20>1)+2�7.

� ���� �0������� $�����+���� �* ���� �#)B��� ��� )� *�#�$ �� K8 L!

:�; �1230,. -.(> +. .-3.7*�@5. 50 >()05( + @91.�7+, 79(2�7+, @*07(.. 0* *(+75�0)

����� ���)��� ���#�$ )� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+�2 .����#� � *#�� ���+ ;+����$<!

�$���+���� �$�
�����Q����� ��
���)#����� �������� �
$��#���� ;�* � ���#����< $��
$��+�������� $+�

,>



*�������� �������� *
��������� ���
������62 *#���� ;����$ → ��"#�$< *#�
��0��6 �* C#�$� ��0
�������� �� 6������ �
���#���� ;�* ���#�� �� �������< ���
�#)�������� ;����$ → 6��< �#)
���������� ;)��.��� �.� +�����< ���
���+�� +���� �+
��+���Q�����2 ���+������� ;��"#�$ → 6��< ��+

:��; 	(7022()>(> .-@(*.7*�@5.

��������$ ���+��02 ���������� ����� ‡2 �=
�++����� �++
�0���� "#������ �

�$��� �$
��3���� $��#���� ∞
+#�� �#)������ ∗
����$��$ ◦−, ◦

:���; �
+2@,(. 0/ 59( -.( 0/ 59( .1230, Δ
��� ���)�� Δ $������ � ����6� �� �� �0������� ������$������ "#������ *�� � +������! ��� �$$�����
�* � �#)����+� �� ��� Δ $������ � ����6� �� ��� +��+����!

#$��!
�� Δ�
�H = Δl
gH = H(g)−H(l) *�� ��� ����� ������+� �* ��+���Q�����!

Δ�
�H = (=!5 :E ���−1 *�� .���� ��  == ◦
 #�$�� ��� �.� ��+�� +����#��!
���� ��� ���� )� .������ ΔH�
�, )#� ���� #��6� �� ��� ��������$�$!

��� �#)����+� � �� #��$ �� $����� ����6�� ���������$ .��� � 
����
�
 ���
����! ���)��� �#��
�� Δ�H ��� $�3��$ )� ��� �"#�����

Δ�H =
∑
�

ν�H� = (∂H/∂ξ)T,p

�� �� ��#� ��������� �� �+���*� ��� �������������� �������� �"#����� .��� 6����6 �#������� ���#��
*�� �#�� "#�������� �� ��$�� �� $�3�� ��� �0���� �* �������� ξ ��$ ��� ���#� �* ��� ��������������
�#�)��� ν� !

#$��!
� �2;6< Y 3 �2;6< W 2 ��3;6<2 Δ�H
◦− = −92.4 :E ���−1

Δ�S
◦− = −199 E ���−1 J−1

��� ���−1 �� ��� #���� �$����3�� ��� "#�������� �� ���� �0��+�� �� ��� ����6� +�� �0���� �* ��������!
���� ��� )� �����$ ��� ����� ������+� ��$ �����+� �* ��������2 ��$ � �#)����+� � ��� )� �$$�$
�� ��� ���)�� �� ��+����Q� ��� $�A������ *��� ��� ����6��� "#�������� �* $�����$!
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�� �� ��+������ �� �+���*� �������� .��� ���� *�� ����� ���)���! ��� �������� �� ��� �@���� �* ���
�������� ��

−A = Δ�G = Δ�G
◦− +RT ln

(∏
�

a ν�
�

)
��$ ��� �������� �� ��� ����$��$ �"#���)��#� �������� �� Δ�G

◦− = −RT lnK ◦−! ��� +��$#�� �* ���
�������� ���@������ �� ��� �������� "#������ Q2 ��� +! ,8!

��� ���� 
��������� ��$ ���)�� � $����� ��� ���+���� �0�$����� �* � �#)������! 
�� ���
$�3������ �* ���+���� �0�$����� �* �#)������� ���������6 �������� ����� ���� 
2 � ��$ � ��� K84L!
��� ������+��$��6 �������� �"#����� �� .������ �� ���� ��� �������������� �#�)�� ν �* ��� �#)������
�� −1!
#$��!
� ��� ����$��$ ������+� �* ���)#����� �* 6����#� ������� ��

Δ�H
◦−;
�42 62 &>8! , J< W −8>=!% :E ���−12 ��+����6 ��� ��������


�4;6< Y 2 �2;6< → 
�2;6< Y 2 �2�;�<!

��� ���� ��������� ��$ ���)�� * $����� ��� *�������� �* ��� �#)������ *��� �������� �� �����
��*������ ����� ;#�#���� ��� ���� ���)�� ����� �* ���� ������� �� ��� ������ ���+����#�� ��$ ����$��$
+����#��<! ��� ������+��$��6 �������� �"#����� �� .������ �� ���� ��� �������������� �#�)�� ν �*
��� �#)������ �� + !

#$��!
� ��� ����$��$ �����+� �* *�������� �* ����������� ����#��;��< ������$� ��
Δ�S

◦−;�6
�22 ��2 &>8! , J< W − ,(!% E ���−1J−12 ��+����6 ��� ��������
�6;�< Y 
�2;6< → �6
�2;��<!

��� ���� �����/�����, ���)�� ��2 $������ � +������ �� .���� � �#)������ �� ��+�����$ ���� ���
�������#��� ����� �� ��� 6��#�$ ����� �� ��� 6�� +����! ��� ������+��$��6 �������� �"#����� ��
.������ �� ���� ��� �������������� �#�)�� ν �* ��� �#)������ �� − !
#$��!
� ��� ����$��$ ;��������< ����6� �* �����Q����� �* ��"#�$ .���� ��

Δ
	U
◦−;�2�2 �< W 4&, :E ���−12 ��+����6 ��� ��������

�2�;�< → 2 �;6< Y �;6<!

:��; �5+)>+*> .5+5(. K !BL ��$ K8 L
��� ����$��$ �������� +�������� �* �#)������ ' �� ���+����#�� T, μ �◦−(T )2 �� ��� ���#� �* ���
�������� +�������� #�$�� ����$��$ ���$������2 �+���3�$ �� *����.�! ����� $�A������� $�3��$ ����$��$
������ ��� ����6��Q�$!

4�� � ��� !����! ��� ����$��$ ����� *�� � 6����#� �#)������2 .������ +#�� �� �� � 6����#� ��0�#��2
�� ��� ;��+���������< ����� �* ��� +#�� �#)������ ' �� ��� 6����#� +���� �� ��� ����$��$ +����#��
p = p◦− ��$ �0��)����6 �$��� 6�� )�������! ��� ����$��$ �������� +�������� �� $�3��$ ��

μ�
◦−(T ) = lim

p→0
[μ�(T, p, y�, ...)−RT ln(y�p/p◦−)]

4�� � !��� !����� �� � ��$����� �� � ��
����� �� ��� 
�"��� �� ��
�� �����! ��� ����$��$ ����� *��
� ��"#�$ �� ����$ �#)������2 .������ +#�� �� �� � ��0�#��2 �� *�� � �������2 �� ��� ����� �* ��� +#��
�#)������ ' �� ��� ��"#�$ �� ����$ +���� �� ��� ����$��$ +����#�� p = p◦−! ��� ����$��$ ��������
+�������� �� $�3��$ ��

μ�(T ) = μ∗�(T, p◦−)

4�� � ��
��� �� ��
�����' 
�� � ���#�� �� � ��"#�$ �� ����$ ���#���� ��� ����$��$ ����� �� ��*������$
�� ��� �$��� $��#�� )������� �* ��� ���#��! �� �� ��� ;��+���������< ����� �* ���#�� ' �� ��� ����$��$
�������� m◦−2 ����$��$ +����#�� p◦−2 ��$ )������6 ��:� ��� ��3������ $��#�� ���#����! ��� ����$��$
�������� +�������� �� $�3��$ ��
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μ�
◦−(T ) = [μ�(T, p◦−,m�, ...)−RT ln(m�/m

◦−)]∞

��� �������� +�������� �* ��� ���#�� ' �� � *#������ �* ��� �������� m� �� �������� +����#�� p = p◦−

�� ���� 6���� )� ��� �0+�������

μ�(m�) = μ�
◦− +RT ln(m�γm��/m

◦−)

��������� ;���#��< ������������� 
 �� #��$ �� � �����)�� �� +���� �* �������� mP )��� �* ��� �)���
�"#������ ���� ���� 
 �� +���� �* � ����#6��#�! ������������ ���� *������� x �� #��$ �� +���� �*
mP )��� �* ��� �)��� �"#������ ���� ���� x �� +���� �* m ����#6��#�2 ��$ x◦− = 1! �����#6�
��� ����$��$ ����� �* � ���#�� �� ��.��� ��*������$ �� �$��� $��#�� )�������2 ��� $�3������ �* ���
����$��$ ����� ��$ ��� ���#� �* ��� ����$��$ �������� +�������� μ◦− ��� $�A����� $�+��$��6 ��
.������ �������� m2 ������������� c2 �� ���� *������� x �� #��$ �� � �����)��!

:�; �5+)>+*> @*(..-*(. 20,+,�51 +)> 70)7()5*+5�0)
�� +�����+�� ��� ��� ������ ��� ���#�� *�� ��� ����$��$ +����#�� p◦−2 ��� ����$��$ �������� m◦−2
��$ ��� ����$��$ ������������� c◦−2 �����#6� ��� ������ �#�� )� �+���3�$! 
�� �0��+��2 �� ��)9
#�����6 $��� �++��+����� �� ��6� +����#�� ��������� �� ��� )� ���������� �� ������ � ���#� �*
p◦− =  == ��� ;W  :)��<!

�� +�������2 ��.����2 ��� ���� ������ ������ ��

p◦− = 0.1 ��� = 100 :�� ; =  )��<

m◦− = 1 ��� :6−1

c◦− = 1 ��� $�−3

����� ���#�� *�� m◦− ��$ c◦− ��� #���������� ����+��$! ��� ���#� *�� p◦− =  == :��2 �� ���
�	��
 ��������$����� �����  >8& K !BL2 ��$ �� ��������$�$ *�� ��)#�����6 ������$������ $���!
����� ��  >8& ��� ����$��$ +����#�� .�� #�#���� ��:�� �� )� p◦− W  = %&, �� ;W  ���2 �����$ ���
�������� �����!����<! �� ��� ����2 ��� ���#� *�� p◦− ���#�$ )� �+���3�$!

��� ���������� �* ���#�� ������+��$��6 �� $�A����� p◦− �� $�����)�$ �� K85X8>L! ��� ��.�� ���#�
�* p◦−2  == :�� �� ��������� �����$ ��� �������� ����� !�������!

:��; ��079(2�7+, .5+)>+*> .5+5(.
�+����� ����$��$ ������ ���� ��� ����� �� +�������6���� ���$������ ��� �*��� ������! ��� )����������
����$��$ ����� �� �*��� ������ �� K�+L W  =−7 ��� $�−3! ��� �������������� �* ��� ���#��� ��� )�
6��#+�$ ��6����� �� *�� �0��+��2 ��� ����� +���+���� ������������� ������ ���� ��� �������������
�* ���� ���+�����2 ;�3��42 �2�� −

4 2 ��� 2−
4 2 �� 3−

4 <2 ��+�������! ����$��$ ��$ ����� ��*������
������ �#�� )� �+���3�$ .��� ���� K>=2 > L!

:���; �9(*20>1)+2�7 @*0@(*5�(.
U��#�� �* ���� ������$������ "#�������� ��+������ )���� �������� +��+������ �* �#)������� ��$
����� *�� *#����� ����#�������! �0������� ��)#������� �0���2 �!6! K>&X>4L! �+����� ���� ��� �� )� ��:��
�� ��+�����6 ��� $��� ��$ ����� #������������ K>52 >8L!

:����; 	(/(*()7( .5+5( :0/ +) (,(2()5;
��� ����� �� .���� ��� ������� �� ���)�� �� ��� ������ ����$��$ ����� +����#�� ��$ *�� � 6����
���+����#�� K 4L!
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��� ��������$������ 6���� ���� ��� )���$ �� +�����#� �	��
 ��������$������ K !�2 !:L ��$ K 5L2
.���� ��� ��� �� ���+���� �6�������! ��������$������ ��6��$��6 +������������� ��� 6���� �� K4=L
��$ *�� ��������$������ �� ��+�����6 �* �������� :������� $��� ��� ���� K>>L! � 6������� �* �����
#��$ �� �������� :������� ��� )��� 6���� �� K ==L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

���� �* ����6� �* "#������ X
.
X

.
X W $XH$t ;������<  

���� �* ����������
.
ξ

.
ξ W $ξH$t ��� �−1 &

���� �* ������������� ����6� rB, vB rB W $cBH$t ��� �−3 �−1 %2 (
;$#� �� �������� ��������<

���� �* �������� ;)���$ �� v, vc v W νB
−1$cBH$t ��� �−3 �−1 &2 (

���#�� �������������< W
.
ξ /V

���� �* �������� ;)���$ �� v, vC vC = νB
−1$CBH$t �3 �−1

�#�)�� �������������<2
;�������� ����<

+������ ��$�� �* �������� mB, nB v = k
∏
�
cB

mB  ,

������� ��$�� �* �������� m,n m =
∑
�

mB  

���� ��������2 k, k(T ) v = k
∏
�
cB

mB ;�3 ���−1<m−1 �−1 4
���� ���@�����

; < �!6! ���� �* +����#�� ����6� ṗ W $pH$t2 *�� .���� ��� �� #��� �� �� �−12 ���� �* �����+� ����6�
$SH$t .��� �� #��� E J−1 �−1!
;&< ��� �������� �#�� )� �+���3�$2 *�� .���� ���� "#������ �++����2 )� 6����6 ��� ��������������
�"#�����!
;%< ��� ���)�� ��$ ��� $�3������ �++�� �� �������� '!
;(< ���� ���� rB ��$ v ��� ���� )� $�3��$ �� ��� )���� �* +������ +����#��2 �#�)�� �������������2
�#�*��� �������������2 ���!2 .��� �����6�#� $�3�������! �* ��������� $�A������� $�3��$ ����� �*
�������� ��� )� $�����6#����$ )� � �#)����+�2 �!6! vp = νB

−1$pBH$t2 ���! ���� ���� ��� ���� �*
�������� ��� ���� )� $�3��$ *�� � �������� �* :��.� ��$ ����9��$�+��$��� �������������2 �� �����
�* � �+���3�$ �������� �"#�����P ���� ��� �����$ �"#����� *�� ��� ���� �* �������� *����.� *��� ��� 3���
���� �* ��� ���#�� V �� �������� ��$ cB �� #��*��� ����#6��#� ;���� 6��������2 ��� $�3������ �++����
�� ����� ��������������<! ��� $���������� �#�� )� ����� $#� �� ��� �������� �������� �����$���$P ��
�+�� �������2 �#�� �� C�. �������2 �A���� $#� �� ��+#� ��$ �#�+#� +�������� �#�� )� ��:�� ����
����#�� ��+�������2 �� .��� �� �����+��� +�������� �� 6������ )� ��� �"#�����

(dcB/dt)total = (dcB/dt)reaction + (dcB/dt)transport

;,< ��� ���)�� �++���� �� �������� '! ��� ���)�� m �� #��$ �� ����$ ���*#���� .��� n *�� ���#��
�* �#)������! ��� ��$�� �* �������� �� ���� $�3��$ �* ��� +�����#��� ���� ��. �++����! m �� � ����
�#�)��!
;4< ���� ��������� k ��$ +��9�0+�������� *������ A ��� #�#���� "#���$ �� ������ ;$�3 ���−1<m−1

�−1 �� �� � �����#��� ����� �� ;��3 <m−1 �−1 �� ;��3 �����#��−1<m−1 �−1! ���� ���� /�����#��1
�� ��� � #���2 )#� �� �*��� ����#$�$ *�� �������2 �����#6� ���� $��� ��� ���*��� �� ����+��$ #��6�!
k(T ) �� .������ �� ������ ���+����#�� $�+��$����! ���� ��������� ��� *��"#����� "#���$ �� $���$��
��6�������!

#$��!
� �����$ ��$�� �������� k = 108.2 ��3 ���−1 �−1 �� �6;kH��3 ���−1 �−1< W 8!&
�� ������������� k = 10−12.6 ��3 �−1 �� �6;kH��3 �−1< W − &!4

4%



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

���� �������� �* kuni, kuni(T, cM) v = kunicB �−1 5
#�������#��� ��������

�� ��6� +����#�� k∞ kuni(cM →∞) �−1 5
�� ��. +����#�� k0 v = k0cMcB �3 ���−1 �−1 5

'���Q���� �������� k, kB E J−1

���* ��*� t1/2 c(t1/2) = c(0)/2 �
����0����� ����2 τ Δc(τ) = Δc(0)/e � 8
��*�����2 ���� ��*�

;�������#�< ���������� EA, Ea EA = RT 2$;ln k<H$T E ���−1 >
����6�

+��9�0+�������� *�����2 A A = k exp(EA/RT ) ;�3 ���−1<m−1 �−1 >2  =
*��"#���� *�����

���$ �+���� ��$�#� r �
��������� $������� dAB dAB = rA + rB �
��������� ����� ������� σ σ = �dAB

2 �2   
���� �������� �+��$ cAB cAB = (8kT/�μ)1/2 � �−1  &

)��.��� � ��$ '
��������� *��"#����

�* � .��� � zA(A) zA(A) =
√

2 CAσc �−1   
�* � .��� ' zA(B) zA(B) = CBσcAB �−1   

;5< ��� ����� �* #�������#��� ��������� ���. � $�+��$���� #+�� ��� ������������� cM �* � ���������
+������ �! ��� .����� kuni(T, cM) �� ��+����Q� ��� ���+����#�� ��$ /+����#��1 $�+��$����! ��
��6� cM(→∞) ��� $�+��$���� ��������! �� ��. cM(→ 0) �� 6���� � +������ ��$��  �* �������� .���
���+��� �� cM! �� ���� ���� ��� $�3��� ��� �����$ ��$�� ���� �������� k0!
;8< τ �� $�3��$ �� ��� ���� �������� �� .���� � ������������� +���#�)����� Δc *���� ��  H� �* ���
������� ���#� Δc(0)! �* ���� ������� ������������� �* � �#)������ $����� �� Q��� �� t → ∞2 �� ��
��$�������� $����2 ���� ��� ����0����� ���� �� ��� �����6� ��*����� �* ���� �#)������ ;��$�������+�<!
���� ��*����� �� $���� ���� �#�� )� $�����6#����$ *��� ��� ���* ��*�!
;>< ��� ��� #�� �� $�3���6 �"#�����

EA = −Rd(ln k)/d(1/T )

��� ���� �������#� ���������� ����6� �� �� )� #��$ ���� *�� ��� ��+������ "#������ $�3��$ �� ���
��)��! ����� ��+������ �"#������ .��� $�A����� /���������� ����6���12 �#�� ��

k(T ) = A′ Tn exp(−Ea
′/RT )

��� ���� )���6 #��$! �� �#�� �0+�������� A′2 n2 ��$ Ea
′ ��� ��:�� �� )� ���+����#�� ��$�+��$���

+���������!
��� ���� ���������� ����6� �� ���� #��$ *�� �� ����6� ��������$ �++�����6 �� ��� ���������� +��������
;��� ���6�� �* ��� ���������� ����6� )������<! 
�� ���� /���������� ����6�1 ��� ���)�� E0 ��$ ���
���� ��������$ ����6� �� +��*����$2 )#� Ea �� ���� �������� #��$! 
#���������2 E0 ��� �� ���
��� ����#$� � ���������� *�� Q��� +���� ����6��� �* ��������� ��$ ��� ���������� �����!
�� �� ��#� ��������$�$ �� �+���*� �� ��� 6���� �����0� �0����� .���� ���������� ����6� �� �����
��$ �� ������� ;�������#�< ���������� ����6� ���� ��$ �0����� *�� ��� "#������ $�3��$ �� ��� ��)��!
EA $�+��$� �� ���+����#�� ��$ ��� )� .������ EA(T )!
; =< A �� $�+��$��� �� ���+����#�� ��$ ��� )� .������ A(T )!
;  < ��� ��������� ����� ������� σ �� � �������� �� ��� ���$ �+���� ��������� ��$��2 )#� 6�������� ��
�� ����6� $�+��$���! ��� ��� *#��������� $�3�� � ���+����#�� $�+��$��� �����6� ��������� �����
������� ;��� ����  4<! C $������ ��� �#�)�� �������������!
; &< μ �� ��� ��$#��$ ����2 μ = mAmB/(mA +mB)!
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 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

��������� $������2
��������� �#�)��
�* � .��� � ZAA ZAA = CAzA(A) �−1 �−3  %
�* � .��� ' ZAB ZAB = CAzA(B) �−1 �−3  %

��������� *��"#���� zAB zAB = ZAB/LcAcB �3 ���−1 �−1  %
*�����

���� *��� +��� λ λ = c/zA �
��+��� +�������� b �  (
���������6 ��6�� θ  2 ��$  ,
$�A�������� ����� Iji Iji =$σji/$� �2 ��−1  4
�������

����� ����� ������� σji σji =
∫
Iji $� �2  4

���������6 �����0 �   5
���������� +��)�)����� Pji Pji = |Sji|2   42  5

����$��$ ������+� Δ‡H ◦−,ΔH‡ k(T ) =
kT

h
exp

(Δ‡S◦−

R

)
exp

(−Δ‡H ◦−

RT

)
E ���−1  8

�* ����������
���#�� �* ���������� Δ‡V ◦−,ΔV ‡ Δ‡V ◦− = −RT (∂(ln k)/∂p)T �3 ���−1

����$��$ �������� Δ‡U ◦−, ΔU ‡ E ���−1  8
����6� �* ����������

����$��$ �����+� Δ‡S◦−2 ΔS‡ E ���−1 J−1  8
�* ����������

; %< ZAA ��$ ZAB ��� ��� ����� �#�)�� �* �� �� �' ���������� +�� ���� ��$ ���#�� �� � ������
���������6 ���� � �����#���2 �� ���������6 �����#��� �* �.� ��+��2 � ��$ '! �����9)�$� ����������
��� )� ������$ �� � ������� .��!
; (< ��� ��+��� +�������� b ����������Q�� �� ��$���$#�� ��������� )��.��� �.� +��������P �� �� $�3��$
�� ��� $������� �* ������� �++����� ���� .�#�$ ���#�� �* ��� +������� ���B�������� .��� #�$�C����$ )�
��� ���������!
; ,< θ = 0 ��+���� �� $�C������!
; 4< �� ��� ����� �����0 "#�������� ��� 3��� ��$�0 ��*��� �� ��� 3��� ��$ ��� �����$ �� ��� �������
�������! i ��$ j $����� �������� ��$ +��$#�� ��������2 ���+��������2 ��$ � $������ ����$ ��6��P
$σji/$� �� �"#�� �� ;��������$ +������� �#����� +�� ����$ ��6��< $���$�$ )� ;����$��� +������� �#�����
+�� ����<! ������� ���������6 ��+���� i = j! '��� Iji ��$ σji $�+��$ �� ��� ����� ����6� �* ��������
������2 ��$ ��� )� .������ Iji(E) ��$ σji(E)! -������ ��������� ������ ���$� �� �� �0+������� �* �
���� ���@����� �� ����� �* ��� ����6� $�+��$��� ����� �������� ����� �������

kji(T ) =
(8kBT

�μ

)1/2
∫ ∞

0

( E

kBT

)
σji(E) exp(−E/kBT )

( dE
kBT

)
.���� E �� ��� ������������� ��������� ����6� ��$ μ ��� ��$#��$ ���� ;��� ����  &<! ��� ����6���
��� )� �����+����$ �� ��� ��������� �����6�$ ��������� ����� ������� 〈σji〉2 .���� �� �� )� #��$ �� ���
����#������ �* ��� ��������� *��"#���� #�$�� ������� ���$������ ;��� ����   <!
; 5< ��� ���������6 �����0 � �� #��$ �� "#���#� ���������6 ������ K = L! � �� � #������ �����0
��† W 1! Pji = |Sji|2 �� ��� +��)�)����� ���� ��������� +������� ����$��� �� ������� i .��� ����6� ��
������� j!
; 8< ��� "#�������� Δ‡H ◦− 2 Δ‡U ◦−2 Δ‡S◦− ��$ Δ‡G◦− ��� #��$ �� ��� ���������� ����� ������ �*
�������� ���������! ���� ��� �++��+������� #��$ ���� �� ���������� .��� ���������� ���������! ���
�������� )��.��� ��� ���� �������� k ��$ ����� "#�������� �� ���� 6��������

k = κ(kBT/h) exp(−Δ‡G◦−/RT )

4,



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

����$��$ -�))� Δ‡G◦−2 ΔG‡ Δ‡G◦− = Δ‡H ◦− − TΔ‡S◦− E ���−1  8
����6� �* ����������

�����#��� +�������� q‡, q‡(T ) k∞ = κ
kBT

h

q‡

qA
exp(−E0/kBT )   8

*#������ *��
���������� �����

������������ κ2 γ κ =
k∞h
kBT

qA
q‡

exp(E0/kBT )   8
���@�����

�����#��� +�������� q̃ q̃ = q/V �−3  8
*#������ +�� ���#��

�+���3� ���� �������� kuni(E, J) kuni(E, J) = −d(ln cA(E, J))
dt

�−1  >
�* #�������#��� ����9
���� �� E, J

�+���3� ���� �������� kbi(Et) kbi(Et) = σ(Et)
√

2Et/μ �3 �−1   
�* )������#��� ����9
���� �� ���������
����6� Et

$������ �* ������ ρ(E, J, · · · ) ρ(E, J, · · · ) = dN(E, J, · · · )/dE E−1  >

�#�)�� ;�#�< �* ������ N(E)2 W (E) N(E) =
E∫
0

ρ(E′) dE′   >

$������ �* ������ ρ‡(E) ρ‡(E) = dN ‡(E)/dE E−1  >
�* ���������� �����

�#�)�� �* ������ N ‡(E)2 W ‡(E) N ‡(E) =
E∫

E0

ρ‡(E′) dE′   >
�* ���������� �����

�#�)�� �* �+�� W (E) W (E) =
∑
a

H(E − Va
max)   >

�$��)���� ��������
��������

��������� �������� KM KM = (k−1 + k2)/k1 ��� �−3 &=

���� ;���@�����< �����0 "2 Kfi −d�
dt

= " � �−1 & 

"#���#� ����$2 �2 φ  &&
+������������ ����$

C#��������� ���� ��������kf
d[hν]f

dt
= kf c

∗ �−1 &%2 &(

���#��� ��*����� τ0 τ0 = 1/kf � &%
���#��� ����.�$�� �2 �f � = �kf E &%
+��$����������� ����.�$�� �p2 �diss �p = �kp E &%

; 8< ;������#�$< .���� k ��� ��� $��������� �* � 3���9��$�� ���� ��������! � ���� �������� *��
� �������� �* ��$�� n �� �)�����$ )� �#���+�������� .��� ;c◦−)1−n! 
�� � )������#��� �������� �*
�� �$��� 6�� �#���+�� )� V ◦− = (c◦−)−1 = (kT/p◦−)! κ �� � ������������ ���@�����2 ��$ Δ‡G◦− =
Δ‡H ◦−−T Δ‡S◦−! ��� ����$��$ ���)�� ◦− �� ��������� ������$2 ��$ ����� "#�������� ��� *��"#�����
.������ Δ‡H2 Δ‡U 2 Δ‡S ��$ Δ‡G! ��.����2 ��� �������� �* ��� �+���3������ �* � ����$��$ �����
���$� �� ��)�6#��� �� ��� ���#�� �* ����� "#��������! ��� ������ �* p◦− ��$ c◦− �� 6������ �A���� ���
���#�� �* Δ‡H ◦−2 Δ‡S◦− ��$ Δ‡G◦−!
��� ����������� ���������� *���#������ �* ���������� ����� ������ ���#��� �� ��� �"#����� *�� k∞ ��
6���� �� ��� ��)�� *�� � #�������#��� �������� �� ��� ��6� +����#�� �����2 ��$ *�� � )������#���
�������� ��� ��� ;�*��� .��� κ = 1 ���#��$<
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;����� ������#�$<
; 8< ;������#�$<

kbi = κ
kBT

h

q̃‡

q̃Aq̃B
exp(−E0/kBT )

.���� q‡ �� ��� +�������� *#������ �* ��� ���������� ����� ��$ q̃‡, q̃A, q̃B ��� +�������� *#������� +��
���#�� *�� ��� ���������� ����� ��$ ��� �������� +������� � ��$ '! E0 �� ��� ��������$ ����6� *��
��������2 )���. .���� �� �������� �� ���#��$ �� ���#�! �� ���������� ����� ������2 �� �� ��� $�A������
�* ��� Q���9+���� ����� �* ��� ���������� ����� ��$ ��� Q���9+���� ����� �* ���������!
; >< �� ��� ������ �* #�������#��� ���������2 �� �� ��+������ �� �����$�� ���� ��������� *�� ��
�����)�� �* �����#��� �� .��� $�3��$ ����6� E ;��$ +����)�� ����� 6��$ "#���#� �#�)��� �#�� ��
��6#��� ������#� J ���!< .��� ������������� cA(E, J, · · · )! �0+�������� �"#������� �� ����������
����� ������ ����� *�� ����� �� ��� *����.��: �* "#���9�"#���)��#� ������2 ����9����+��6��9J�����9
����#� ;��J�< ������ �* ��� ����������� �$��)���� ������� ��$�� ;��
�<! ��� #�������#��� ����
�������� �� ���� 6���� )� ��� ��J� �0+�������

k(E) =
N ‡(E)
hρ(E)

ρ(E) �� ��� $������ �* ������ �* ��� �����#��2 N(E) �� ��� ����� �#�)�� �* ������ �* ��� �����#��
.��� ����6� ���� ���� E2

N(E) =
∑
i

H(E −Ei) =
E∫
0

ρ(E′) dE′

��$ N ‡(E) �� ��� ������+��$��6 �#�)�� �* ������ �* ��� ���������� �����! �� ��� *����.��: �* ���
����������� �$��)���� ������� ��$�� ��� ���

k(E, J) = κ
W (E, J)
hρ(E, J)

V max
a �� ��� ��0��#� �* ��� +�������� �* �$��)���� ������� a2 �(x) �� ��� �������$� *#������ ;���

������� (!&2 +!  =5< ��$ J �� ��� ��6#��� ������#� "#���#� �#�)�� K =&L! ����� ��� )� *#�����
��������� �* ��� ������ )����$ J �++�����6 ����!
;&=< ��� ��������� �������� �� � ����� �* ���� ��������� �� ��� ��������� �* ��Q��� ���������

k1 k2
� Y � � ;��< � � Y �

k−1 k−2

.���� � �� ��� ��Q���2 � ��� �#)������2 �� ��� ��Q���9�#)������ ���+��0 ��$ � ��� +��$#��! k−2

�� ��6��6�)�� �����!
;& < �� 6�������Q�$ 3���9��$�� :�������2 ��� ���� �"#����� ��� )� .������ �� � �����0 �"#�����2 .���
��� ������������� ������ � = (c1, c2, · · · , cn)T ��$ ��� 3���9��$�� ���� ���@������ Kfi �� �����0
��������!
;&&< ��� "#���#� ����$ φ �� $�3��$ �� 6������ )� ��� ������ �� ��+��� ������ $���$�$ )� ������
�� !������ �������� K4=L! 
�� � +������������ �������� �� ��� )� $�3��$ ��

φ =
∣∣∣∣ $ξ/$t
$nγ/$t

∣∣∣∣
.���� �� ��� ���� �� 
��������� $���$�$ )� ��� ���� �� !����� �����!����!
;&%< 
�� �0+�������� $���� )� �+�������#� �������� ;C#���������< ��� ��� *�� ��� $���� �* ���
�0����$ ����� ������������� c∗

d[hν]
dt

= −dc∗

dt
= kfc

∗

��� *#�� .�$�� �� ���* ��0��#� � �* � ������Q��� �)���+���� ���� �� ������$ �� ��� ���� �������� �*
C#���������! 
�� � +��$����������� �p �� ������$ �� ��� +��$����������� ���� �������� kp! ��.����2
����.�$��� ��� ���� ���� ����� ������)#����� �� +�������!
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�'��'� �59(* .1230,. 5(*2. +)> 70)�()5�0). -.(> �) 79(2�7+, 8�)(5�7.

�$$������� $�����+����� ��� )� *�#�$ �� K ==L!

:�; �,(2()5+*1 *(+75�0).
��������� ���� ���#� �� ��� �����#��� ����� �� ��� ���+ ��� �����$ �
�������	 ���
�����! �� ��
������������ �� $�3�� ���� �� #��$����������2 .������ .��� � ���+�� ����. ��.��� *��� ��*� ��
��6��! ��� �#�)�� �* �������� �������� +�������� �� ��� ��*� ���$ ��$� �� �����$ ��� ��
�
�
����	 �*
��� ���������� ��������!

#$��!
�� � → ' Y 
 #�������#��� �������� ;���� ���������#���<
� Y ' → 
 Y � )������#��� ��������

� Y ' Y 
 → � Y � ��������#��� �������� ;���� ��������#���<

:��; �02@0.�5( 2(79+)�.2.
� �������� ���� �������� ���� ���� ��� ���������� �������� �� ���$ �� ���#� )� � ���+�����
���������! ��� ����� ���+��0 ���������2 ��$����� ���������2 ��$ ���+.��� ��������� ��� ����
�������� #��$! �+����� ��+�� �* ���������� ����#$� �����9�������� ����������2 ��������� ��������
����������2 ���!

#$��!
�� � ���+�� ��������� �� ���+���$ �* *��.��$ ��$ ������� ���������
� → ' Y 


' Y 
 → �
�� �� �� ���� +�����#��� ���� ������������ �� .���� ����� �� ��� ����

� � ' Y 


��.����2 �� �� #��*#� �� :������� �� $�����6#��� ���� *��� � ��� ��������2 .���� �� .������ ������ .���
�.� ���9��$�$ ����.� �� �� /�"#��1 ��6�

� � ' Y 

� = ' Y 


D��� ��� ���)���� � ���+����� ��������� �� �)���� � ��� ��������2 ��� ���#�$ ��� #�� ��� ���+��
����. �� ��� ���#����6 �"#�����!

#$��!
� � → ' Y 
 #�������#��� ���������� ��������
' Y 
 → � Y � )������#��� ���������� ��������

� = � Y � ��� �������� ;�� ���������� ��������2 �� �����#������<

�� �� *#��������� #��*#� �� $�����6#��� ��� �������������� �"#����� $�3���6 ��� �������� ���� ��$
���� �������� *��� ��� �"#����� $�3���6 ��� ���������� �������� ��$ ���� ��.!

#$��!
� �����)������� �* ������ ��$����� �� ��� ��6� +����#�� �����
��� ���������� �������� �� 
�3 Y 
�3 → 
2�6

���� ��� � �����$ ��$�� ���� ��.! �* ��� #��� ��� �������������� �"#�����
2 
�3 W 
2�6

��� $�3������ �* ��� �������� ���� 6����

vC = −1
2
$CCH3

$t
= k CCH3

2

;����� ������#�$<
;&(< ��� �������� �� ��������� ������ #��$ �� ��� #��� �* ���#�� �* �#)������ �* +������2 .���� ���
�������� ������+��$� ��  ��� �* +������2 �� �� ��� #��� �* ����6� .���� ��� �������� ������+��$�
�� ��� ����6� Lhν �*  ��� �* ������������� +������ .��� *��"#���� ν!
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5
��������6 �* ��� #��� ��� �������������� �"#�����

�3 W (1/2) 
2�6

��� $�3������ �* ��� �������� ���� 6����

vC = −$CCH3

$t
= k′ CCH3

2

����� k′ = 2k!

������� �� �������� ������+���2 ���� ���@������ ��� ���� $�3��$ .��� � 6���� �������������� �"#�9
����! �� �� ��������$�$ ��.��� �� ����� �0+������� ��� �������������� �"#����� ��$ ��� $�A��������
�"#����� *�� ��� �������� ���� �� ����$ ��)�6#�����! �* �� ����� ��������� �� ��$�2 ��� ��������������
���@������ ���#�$ )� �� �� ��� �������� �"#����� ;*�� ��� ���������� ��������<! ��.����2 �� �� ���
��.��� +����)�� �� #�� � �������� �"#����� �� �������������� �"#�����!

#$��!
� ��� ��������#��� �������� *�� ��$��6�� �����
��� ���������� �������� �� � Y � Y � → �2 Y �
���� ��� � ����$ ��$�� ���� ��.! ��� �������������� �"#����� ��
2 � W �2

��$ ��� $�3������ �* ��� �������� ���� 6����

vc = −1
2
$[H]
$t

= k [H]3

��� )������#��� �������� � Y � → �2 .��� ��� ���� �������������� �"#����� �� � ��7�����
���������� �������� ;� ���� #���:��� ���<2 ��� ��� ���� �� ��� ��������#��� ��������! �����
�0��+��� ����#$� ������Q�$ ��������� �#�� �� X + A → X + B .��� ��� �������������� �"#�����
A = B ��$ ��� ���� vc = −d[A]/dt = k[A][X] ( �= d[X]/dt = 0)! �6���2 ��� #�������#��� ��������
� → ' �0����2 )#� .�#�$ )� � ��7����� ���������� �������� .��� ��� ���� �������������!
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��������������� �����+��2 ���������6� ��$ ���)��� ��� ���� �0��������� $�����)�$ �� K !�L ��$
K =%X =5L! 
�� ��� 3��$ �* ��������������� ��6�������6 ��� K =8L2 *�� �������$#���� ����������������
��$ +����9��������������� ����6� ���������� ��� K =>L2 *�� ��������� ���������#�� ��� K  =L2 *��
��+�$����� �� ��������������� ������� ��� K   L2 *�� �������:������ +�������� ��� K  &L2 *�� �������9
�������� )��������� ��� K  %L2 ��$ *�� ���������� ��$�3�$ �������$�� ;
��< ��� K  (L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

���������� ����6� e +����� ����6� 


���$�� �������� F F = eNA 
 ���−1

����6� �#�)�� �* �� ��� z zB = QB/e   
����� �����6��2

�������� )���� Im, I Im = (1/2)
∑
i
mizi

2 ��� :6−1

������������� )���� Ic, I Ic = (1/2)
∑
i
cizi

2 ��� �−3 &

���� ����� �������� m± m±(ν++ν−) = m+
ν+m−ν− ��� :6−1 %

���� ����� �������� γ± γ±(ν++ν−) = γ+
ν+γ−ν−  %

���@�����
���� ����� �������� a± a± = m±γ±/m◦−  %2 (2 ,
�������� �* �� ����������� a(Aν+Bν−) a(Aν+Bν−) = a±(ν++ν−)  %
+� +� +� W − lg(aH+<  ,2 4
�#��� �������� +�������� ψ U 5
�#�*��� �������� +�������� χ U 8
����� �������� +�������� φ φ = χ+ ψ U
U���� +�������� $�A������ Δψ Δ�

�ψ = ψ� − ψ� U >

; < ��� $�3������ �++���� �� �������� '!
;&< �� ����$ ���*#���� .��� ��� �����$�� �#�����2 ���)�� I� ;���� ����� �#)����+�<2 ��� ���)�� I
�� ��������� μ ;.��� ��� �#����� �� $�����$ )� I< �� #��$ *�� ����� �����6�� )���$ �� �������������!
;%< ν+ ��$ ν− ��� ��� �#�)��� �* ������� ��$ ������ +�� *���#�� #��� �* �� ����������� �ν+'ν−!

#$��!
� 
�� ��2;��4<3, ν+ = 2 ��$ ν− = 3!

m+ ��$ m−2 ��$ γ+ ��$ γ−2 ��� ��� ���������� ��$ �������� ���@������ �* ������� ��$ ������! �*
��� �������� �* �ν+ 'ν− �� m2 ���� m+ = ν+m ��$ m− = ν−m! � ������� $�3������ �� #��$ �� �
������������� ����� *�� ��� ���� ����� ������������� c±!
;(< m◦− = 1 ��� :6−1!
;,< 
�� �� ��$���$#�� ���2 ������� ��� �������� a+, a− ��� ��� �������� ���@����� γ+, γ− �� �0+���9
�������� ����#��)��!
;4< ��� $�3������ �* +� �� $���#���$ �� ������� &! %! ;����<2 +! 5,! ��� ���)�� +� �� �� �0��+���� ��
��� 6������ �#��� *�� ��� ���)��� �* +������� "#�������� ;�������  !%! 2 +! ,< �� ���� �� �� � �.�9������
���)�� ��$ �� �� ��.��� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+�!
;5< ψ� �� ��� ������������� +�������� �* +���� � $#� �� ��� �������� ����6� Q �* ��� +����! �� ��� )�
����#����$ *��� ��������� ��������������! 
�� �0��+��2 *�� � ���$#����6 �+���� .��� �0���� ����6� Q
��$ ��$�#� r2 +����$ �� ���#�2 ψ = Q/4�ε0r!
;8< ��� �#�*��� +�������� �� $�3��$ �� ��� .��: ;$���$�$ )� ��� ����6�< ��������� �� �����*�� ��
�$��� ;�!�! ��������< +������� ����6� ����#6� � $�+��� ����� �� ��� �����+���� )��.��� +���� � ��$
�! ��� �)���#�� ���#� �* χ ������ )� $��������$2 ���� $�A������� ��� ����#��)��!
;>< Δψ �� ��� �#��� +�������� $�A������ $#� �� ��� ����6� �� +����� � ��$ �! �� �� � ����#��)��
"#������!

5=



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

-������ +�������� $�A������ Δφ Δ�
�φ = φ� − φ� U  =

��������������� +�������� μ̃B
� μ̃B

� = (∂G/∂nB
�)T,p,nj �=B

= E ���−1  2   
μB

�◦− +RT ln aB + zBFφ
�

�#�*��� ����6� $������ σ σ = Qs/A 
 �−2  &
�������$� +�������� E,U U  %
+�������� $�A������ �* �� Ecell, Ucell Ecell = ER −EL U  (

��������������� ����2
���� +��������

�������� �#�)�� �* �� z, n z = |νe|   ,
��������������� ��������
;����6� �#�)��<

����$��$ �������$� +�������� E◦− E◦− = −ΔrG
◦−/zF U  42  5

; =< Δφ �� ��� ����� +�������� $�A������ )��.��� +����� .����� ��� )#�: +����� � ��$ �P �� ��
����#��)�� ���� �* ��� +����� ��� �* �$������� ���+�������!
;  < ��� ��������������� +�������� �* ��� ' �� � +���� �� ��� +������ ����� -�))� ����6� �* ���
���! ��� �+����� ���� /��������������� +��������12 ��$ ��� ���$� �� ��� ���)�� μ̃B2 ��� #��$ �� �
�����$�� ���� *�� �� ��� ��� +������ ����� -�))� ����6� $�+��$� �� ��� ����� +�������� φ �� .���
�� �� ��� �������� ���+�������! ��� $�A������ �* ��������������� +�������� �* ��� ' )��.��� �.�
+����� � ��$ � �* $�A����� �������� ���+������� ��$ $�A����� ����� +�������� �� 6���� )�

μ̃B
� − μ̃B

� = μB
�◦− − μB

�◦− +RT ln
(
aB

�/aB
�
)

+ zBF
(
φ� − φ�)

�� �� ��� 6�������� +����)�� �� ��+����� ��� ���� $�+��$��6 �� ��� ���+������� *��� ��� ����
$�+��$��6 �� ��� ����� +��������2 )���#�� �� �� ��� +����)�� �� ����#�� ������ ��� �������� ��������
aB �* �� ���2 �� ��� ����� +�������� $�A������ )��.��� �.� +����� �* $�A����� �������� ���+�������!
��� ��������������� +��������2 ��.����2 �� ��.��� .��� $�3��$2 ��$ �� � �#���+���� ������ .���
+����� �� $�A����� ����� +���������2 �"#���)��#� .��� ��6��$ �� ��� �����*�� �* ��� ' )��.��� +�����
�� �������$ .��� ��� ��������������� +�������� �� ��� ���� �� ��� +�����!
; &< Qs �� ��� ����6� �� ��� ��$� �* ��� �����*���2 A �� ��� �#�*��� ����! 
�� ��� ���� �* ����� ��$
�������$#���� �������$��2 )� ���������� ��� ����6� ��*��� �� ��� �������$� ��$�!
; %< ��� �)���#�� ���#� �* ��� �������$� +�������� ������ )� ����#��$2 �� E �� ��.��� ��+����$
�������� �� ��� +�������� �* ���� ��*������ �������$�2 �!6! ���� �* � ����$��$ ��$��6�� �������$�
;���< ;��� ������� &! %! ;��<2 +! 5(<! ��� �����+� �* �� ����
��� �������$� +�������� �� $���#���$
�� K =4L!
; (< ��� �.� �������$�� �* �� ��������������� ���� ��� )� $�����6#����$ )� ��� �#)����+�� � ;��*�<
��$ � ;��6��<2 ��  ��$ &! ���� *���������� ��� ��+����������� �* ��� ���� �� � ��9�����$ ���� $��6���
;��� ������� &! %! ;���<2 +! 5%<! EL ��$ ER ��� ��� �������$� +��������� �* ����� �.� �������$��!
�� ��������������� ��6�������62 ��� ���� �����6� �� �0��#������ $�����$ )� U ! ��� �������6 ���#� �*
Ecell *�� Q��� �#����� C�.��6 ����#6� ��� ����2 ��� ����� ����6� �����*�� ��$ �������� �"#���)��� )���6
����)�����$2 .�� *������� �����$ ��* ;������������� *����<! ��� ���� ������������� *���� ��$ ���
���)�� ��* ��� �� ���6�� ��������$�$2 ����� � +�������� $�A������ �� ��� � *����!
; ,< z ;�� n< �� ��� �#�)�� �* ��������� �� ��� )������$ �������$� �������� �� .������! �� �� � +�������
����6��2 �"#�� �� |νe|2 .��� νe �� ��� �������������� �#�)�� �* ��� �������� �� ��� �������$� ��������!
n �� �������� #��$ .���� ����� �� �� ���: �* ���*#���� .��� ���#�� �* �#)������!
; 4< ��� ���)��� ◦− ��$ ◦ ��� )��� #��$ �� ��$����� ����$��$ �����P ���� ��� �"#���� ����+��)��!
; 5< ��� ����$��$ +�������� �� ��� ���#� �* ��� �"��
������ !�������
 �* �� �������$� #�$�� ����$��$
���$������! ΔrG

◦− �� ��� ����$��$ -�))� ����6� �* ���� �������$� ��������2 .������ �� � ��$#�����2
.��� ���+��� �� ���� �* ��� ����$��$ ��$��6�� �������$� ;��� ���� ������� &! %! ;��<2 +! 5(<! ��� ����9
���$� +�������� ������� ��� �"��
������ ��
�� �* �� �#����� C�.� ����#6� ��� ����2 ��$ ��� ����� ����6�
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 ��� �	���
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�"#���)��#� �������$� Eeq Eeq = E◦− − (RT/zF )
∑
i
νi ln ai U  ,− 8

+�������� ;�* �� �������9
�������� ��������<

*����� +�������� E◦−′ Eeq = E◦−′ − (RT/zF )
∑
i
νi ln(ci/c◦−) U  ,2  >

��"#�$ B#������ +�������� Ej &=
�������� �#����� I I = $Q/$t � & 
�������� �#����� $������ j, � j = I/A � �−2 &&
*���$��� �#����� IF IF = Ic + Ia � &%
��$#����� ���� �������� kc Ic = −nFAkc

∏
�

(cB′) nB ;������<  2  ,2 &(

�0�$����� ���� �������� ka Ia = nFAka
∏
�

(cB′) nB ;������<  2  ,2 &(

�����*�� ���@����� α, αc αc = −(RT/nF )d(ln kc)/dE   ,2 &,
����+�������� η2 Eη η = E −Eeq U
��*�� ���+� b b = (∂E/∂ ln |IF|)ci,T,p U &4
���� �����*�� ���@����� kd kd,B = |νB| Ilim,B/nFcA � �−1  2  ,2 &5

; 5< ;������#�$< �����*�� �"#���)��� ������ +���� )�#�$����� ���� ��� ��+�������$ �� ��� ���� $��6���
;�0��+� �� +����)�� �����������9����������� B#�������< ��$ ����� �������� �"#���)��� .����� ��� +�����
��� ����)�����$!
; 8< ���� �� ��� ������ �"#�����!

∑
νi ln ai ��*��� �� ��� �������$� ��������2 .���� ai ��� ��� ����������

�* ��� �+����� ��:��6 +��� �� ��P νi ��� ��� �������������� �#�)��� �* ����� �+����� �� ��� �"#����� *��
��� �������$� ��������2 .������ �� � ��$#�����2 νi �� +������� *�� +��$#��� ��$ ��6����� *�� ���������!
��� �"#���)��#� +�������� �� ���� �����$  ����� !�������
2 �� ��������
� !�������
 !
; >< �� �� E◦−′ .���� �� ����#����$ �� ��������������� �0+�������� .��� ��� �������������� �* ���
�����#� �+����� ��� :��.�2 )#� ��� ����� ����������! ��� ���#� $�+��$� �� ��� ���+������� �* ���
����������� ���#����! ��� ��6#���� �* ln �� $������������2 ��� ������������� ci �� �������Q�$ ����#6�
$������� )� ��� ����$��$ ������������� c◦−2 #�#���� c◦− = 1 ��� $�−3 *�� ���#)�� �+�����!
;&=< Ej �� ��� -������ +�������� $�A������ )��.��� �.� ����������� ���#����� �� �������!
;& < Q �� ��� ����6� �����*����$ ����#6� ��� �0������ ����#�� �* ��� ����!
;&&< 
�������2 ��� �#����� $������ �� � ������2 dI = � · �ndA ;��� ������� &!%2 ���� &2 +!  4<!
;&%< IF �� ��� �#����� ����#6� ��� �������$�|���#���� �����*���2 ���#����6 *��� ��� ����6� �����*��
$#� �� �� �������$� �������� +�����$��6 �� ��������� Y n�− → +��$#���! Ic �� ��� 
������
 +������
�#����� $#� �� ��� ��$#����� ��������2 Ia �� ��� �����
 +������ �#����� $#� �� ��� �0�$����� ��������!
'� $�3������ Ic �� ��6����� ��$ Ia +�������! �� ��� �"#���)��#� +��������2 Ia = −Ic = I0 ;���
�0����6� �#�����< ��$ ja = −jc = j0 ;��� �0����6� �#����� $������<! I �� j ��� ������� �������6
���#��2 ��$�����$ )� ��� �#)����+� ���2 �� �$$����� �� ��� �#)����+�� 
2 �2 �� �!
;&(< 
�� � 3���9��$�� �������� ��� �� #��� �� � �−1! ���� n ;�� z< �� ��� �#�)�� �* ���������
�����*����$ �� ��� ��������������� ��������2 cB′ �� ��� ������������� �� ��� �����+����2 nB �� ���
��$�� �* ��� �������� .��� ���+��� �� ������ '! ��� *������� #��$ ���)��� kred, kf ��$

−→
k ;*�� kc<

��$ kox, kb ��$
←−
k ;*�� ka< ��� ��� ��������$�$!

;&,< α �� αc �� ���� ����$ 
������
 �������� 
��3
���� ! �����6�#��� ��� �����
 �������� 
��3
����
�� $�3��$ �� αa = (RT/nF )d(ln k
)/dE! �� ��� ���� +�������� αa = 1−αc! ��� �	�����	 ��
���2
β2 �� ��� �����$�� �����*�� ���@�����2 αi �* �� ���������� �������� ���+ i2 �� .���� ���� ��� ��������
�� �����*����$!
;&4< ��� ��*�� ���+� b �� �� �0+��������� "#������ *��� .���� :������ ��*�������� ��� )� $�����$!
;&5< ��� ���� �����*�� ���@����� �� ��� C#0 $���$�$ )� ��� �������������! 
�� ����$�9����� ����
�����*��2 kd,B = DB/δB .���� δB �� ��� $�A#���� ����� ����:���� ;.���� �� ��$�� $�+��$���< ��$
DB �� ��� $�A#���� ���@����� �* ������ '! 
�� ���� ��*�������� ��� K 5L!

5&



 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�������:������ +�������� ζ U
;ζ9+��������<

���$#������� κ, (σ) � = κ� � �−1 &&2 &8
�������� ��)����� u, (m) uB = |vB|/|�| �2 U−1 �−1  2 &>
����� ���$#�������2 λ λB = |zB|FuB � �2 ���−1  2 %=2 % 
����� ���$#�������

�* �� ���
����� ���$#������� � �(Aν+Bν−) = ν+λ+ + ν−λ− � �2 ���−1  2 %=2 % 
�����+��� �#�)�� t tB = λBcB/

∑
i
λici = jB/

∑
i
ji   

;&8< 
��$#������� .�� *������� �����$ �+���3� ���$#������! � �� ��� �������� 3��$ �����6�� ������!
;&>< vB �� ��� ��6������ �������� �* �������� ' ��$ |�| �� ��� �������� 3��$ �����6�� .����� ��� +����
��������$!
;%=< ��� #��� � ��2 ���−1 �� �*��� #��$ *�� ����� ���$#�������! ��� ���$#������� �� �"#�� ��
κ =

∑
λici!

;% < �� �� ��+������ �� �+���*� ��� ������ �� .���� ����� ���$#������� ��*���! �� �� ����$��$ +�������
�� ������ ��� ������ �� )� 1/zB �* �� ��� �* ����6� �#�)�� zB2 �� ��$�� �� �������Q� ��� ����6�2 ��
���� *�� �0��+�� ����� ���$#��������� *�� +������#�2 )���#� ��$ �������#� ���� .�#�$ )� "#���$ ��
λ(K+), λ((1/2) Ba2+)2 �� λ((1/3) La3+) ��� ��9�����$ �����#��� ���$#������� �* �"����
��� ��������
;*������� �����$ �"����
��� 
����
�����	< K  ,L!

�'��'� ��?) +)> )05+5�0) 70)�()5�0). �) (,(75*079(2�.5*1 1

:�; �,(75*079(2�7+, 7(,,.
��������������� ����� ������� �* �� ����� �.� ;#�#���� ��������< �������� ���$#����� �� ������� .���
����� ���$#����� ;������������<! ��� �#����� C�. ����#6� ��������������� ����� ��� )� Q��� ��
���9Q���! ��������������� ����� .��� �#����� C�. ��� �+����� ������ �� ��
����
 
�

�2 �� .����
�������� ��������� ���#� �+�������#��� ��$ �������� ����6� �� ��������$ ���� ���������� ����6�2 ��
�� �
�
���
	��
 
�

�2 �� .���� ���������� ����6� �� ��������$ ���� �������� ����6�! �� )��� ����� +���
�* ��� ����6� )������ ��������$ ���� ;+������� �� ��6�����< ����!

:��; �,(75*0>(
����� ��� �� +������ �.� #��6�� *�� ��� ���� �������$�2 ������ ������ ;�< ��� �������� ���$#����
;#�#���� � �����< ��������$ �� ��� �0������ ����#��� �� ;��< ��� ���* ���� ���������6 �* ��� ��������
���$#���� ��$ �� ����� ��� ����� ���$#����! ��� ������ ������� ��� #�#���� )��� *�����$ �� �������9
���������!

:���; 	(@*(.()5+5�0) 0/ (,(75*079(2�7+, 7(,,.
��������������� ����� ��� ��+�������$ )� $��6���� �#�� �� ����� �� ��� *����.��6 �0��+���?

#$��!
�� ��;�< | �2;6< | �
�;�"< | �6
�;�< | �6;�<


#;�< | 
#��4;�"< S���4;�"< | S�;�<

#;�< | 
#��4;�"< J
�;�"2 ���< S���4;�"< | S�;�<

� ���6�� �������� )�� ; | < ���#�$ )� #��$ �� ��+������ � +���� )�#�$���2 � $����$ �������� )�� ; <
�� ��+������ � B#������ )��.��� �����)�� ��"#�$�2 ��$ $�#)�� $����$ �������� )��� ; < �� ��+������
� ��"#�$ B#������2 �� .���� ��� ��"#�$ B#������ +�������� �� ���#��$ �� )� ���������$!

1 ����� ��� �� �����$���� .��� ��� /����:���� 
���������1 �*  >,% K =%L!
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:��; �05()5�+, >�E(*()7( 0/ +) (,(75*079(2�7+, 7(,,
��� +�������� $�A������ �* �� ��������������� ���� �� ����#��$ )��.��� � �������� ���$#���� �������$
�� ��� ��6��9���$ �������$� �* ��� ���� $��6��� ��$ �� �$������� �������� ���$#���� �������$ ��
��� ��*�9���$ �������$�! �������� +�������� $�A������� ��� )� ����#��$ ���� )��.��� �.� +�����
�* �������� �* ��� ���� ���+�������! �� +�������2 ����� ��� ������ ��.��� �.� +����� �* ��++��2
�������$ �� ��� �������$�� �* ��� ����!

�� � )�#�$��� ��++�� | �������$� �������� ����� �� � ������� +�������� $�A������P ��� ���#� ��
�����+�����$ �� ��� �������� �� .���� ��� �������$� +�������� �� ��*����$!

�#� �� ��� $�A����� ����� �* $�A#���� �* ������ ��$ ������� *��� ��� ���#���� �� ��� �����2 ��"#�$
B#������ +���������2 Ej2 �++��� .������� �.� ���#����� �* $�A����� ���+������� ��� �������)�� �� ���
��+�����$ )� � $��+���6� �� ���� ����� ����� �� ����$ ��0��6! �* �"#���)��#� �� ��� ����)�����$ ��
����� B#�������2 ��� ����� ��� ����#$� #�:��.� B#������ +���������! ���� )��$6�� ;���2 *�� �0��+��2
��� ����$ ���� �� ��� +�����#� ������� &! %! ;���<< ��� �������� ��+����$ �� ������Q� �� �� ���)���Q�
��� ������)#����� �* ;��"#�$< B#������ +��������� �� ��� �����*��� �* �.� �����)�� ����������� ���#�����
�� ��� ����#��$ +�������� $�A������! �� ��� �����*��� �* �.� �������)�� ����������� ���#�����2 �
������$������ $�����)#���� +�������� ��� )� ����)�����$ $#� �� �"#���)��#� ����6� +��������!

:�; �5+)>+*> @05()5�+, 0/ +) (,(75*079(2�7+, 7(,, *(+75�0)
�* �� �#����� C�.� ����#6� ��� ����2 ��$ ��� ����� ����6� �����*�� ��$ ����� �������� �"#���)��� �*
���� �������$� �������� ��� ����)�����$2 ��� +�������� $�A������ �* ��� ���� �� ������$ �� ��� -�))�
����6� �* ��� ������� ���� �������� )� ��� �"#�����

ΔrG = −zFEcell,eq

���#���6 ���� B#������ +��������� ��� ��6��6�)��! �* ��� �������� �* ��� ��������������� ���� �� .������
��:�� +���� �+�������#���2 ΔrG �� ��6����� ��$ Ecell +�������! �* ��� ���� �� .������ .��� ��� �������$��
�� ��� ������� ��$�� ΔrG �� +������� ��$ Ecell �� ��6�����! ��� �"#���)��#� +�������� �* ��� ����2 �!�!
.��� �� �#����� C�.�2 �� 6���� )�

Ecell,eq = E◦−cell,eq − RT

zF

∑
i

νi ln ai

ai ��� ��� ���������� �* ��� �+����� ��:��6 +��� �� ��� ���� �������� ��$ νi ��� ��� ��������������
�#�)��� �* ����� �+����� �� ��� �"#����� .������ *�� ��� ���� �������� ;��� ���� �����  , ��$  42
+! 5 <!

:��; �5+)>+*> (,(75*0>( @05()5�+, :0/ +) (,(75*079(2�7+, *(+75�0);
��� �������� !�������
 �* �� ��������������� ��������2 �))�������$ �� ����$��$ +��������2 �� $�3��$
�� ��� ����$��$ +�������� �* � ��+��������� ����2 �� .���� ��� �������$� ;���*9����< �� ��� ��*� �* ���
���� $��6��� �� ��� �������� �	������ �
�
����� ;���< ��$ ��� �������$� �� ��� ��6�� �� ��� �������$�
�� "#������! ���� ��+���� ���� ��� ���� �������� ��.��� �������� ��� �0�$����� �* �����#��� ��$��6��!
��� ����$��$ ��$��6�� �������$� �������� �* � +�����#� �������$� �� ������� .��� � ���#���� �* �+

�� #��� �������� ��$ ���#����$ .��� �2 6�� .��� � *#6����� ��*����$ �� ��� ����$��$ +����#�� �*
 =5 �� ;��� ������� &!  ! ;�<2 +! 4&<! 
�� � �������� �������$� �� �"#���)��#� .��� �������$ ���� ���
���� $��6��� ��

�� | �2 | �+ �z+ | �
��$ ������� �� ��� ��������

�z+ + (z/2) �2;6< W � Y z �+

���� $��6��� ��� )� �))�������$ E;�z+H�<2 )#� ��� ��$�� �* ����� ���)��� ���#�$ ��� )� �������$!
���� ���� ��� ����$��$ ��$��6�� �������$� �� $�3��$ �� ������$ �� �"#��#� ���#�����! 
�� ����
��*�������� �� ����#���6 �������$� +��������� �� �"#��#� ��$ ���9�"#��#� �������2 ��� K =%2 =5L!

5(



:���; �)0>( 7+590>(
��� ����� ���$� ��$ �����$� ��� ���� )� �++���$ �� ��������������� ����� ����#6� .���� � ���
�#����� C�.�! �� � ���� �� �"#���)��#� ��� ����� +�#� +��� ��$ ���#� +��� ��� #��$! �� �����
�� �� �������$� �� .���� ��� +��$��������6 ��������������� �������� �� �� �0�$�����P ��������� ���
+��$#��$ ;�� � 6������� ����< �� �0������$ ;�� �� ������������ ����<! � 
������ �� �� �������$� �� .����
��� +��$��������6 ��������������� �������� �� � ��$#����� .���� ����#��� ��� ��������� *��� ���
���$�2 ��$ ���� ����� ��� �����$� ����#6� ��� �0������ ����#��! ����� ��������� C�. *��� ��.�� ��
��6��� ;���� +�������< �������� +���������2 �� � 6������� ���� ���� C�. *��� ��� ���$� ;��� ��6�����
�������$�< �� ��� �����$� ;��� +������� �������$�<2 .���� �� �� ������������ ���� ��� ��������� �0������$
*��� ��� ���$� ;��� +������� �������$�< )� ��� �0������ ��#��� C�. �� ��� �����$� ;��� ��6�����
�������$�<!

���� ���� �� ������6��)�� )�������� �#�� �� ��� ���$9���$ )������ ;���$ ���#�#�����<2 ��� +�������
�������$� �� � �����$� $#���6 $������6� ��$ �� ���$� $#���6 ����6�2 ��$ ��� ��6����� �������$� ��
��� ���$� $#���6 $������6� ��$ ��� �����$� $#���6 ����6�! �� ��$�� �� ����$ ���*#����2 �� ��
��������$�$ ���� �� ������6��)�� )�������� ���� ��� ����� +������� ��$ ��6����� �������$�� ;��
+�����< )� #��$! 
�� ���� $������$ ��*�������� �� �������$� +���������2 ��� K =>L!

:����; �(=)�5�0) 0/ @� K  4L
��� "#������ +� �� $�3��$ �� ����� �* ��� �������� �* ��$��6��; Y< ���� ;��$��6�� ����< �� ���#����?

+� = +aH+ = − lg(aH+) = − lg(mH+γm, H+/m◦−)

.���� aH+ �� ��� �������� �* ��� ��$��6��;1+< ;��$��6�� ���< �� ���#����2 �+;�"<2 ��$ γm, H+ �� ���
�������� ���@����� �* �+;�"< �� ��� �������� )���� �� �������� mH+ ! ��� ���)�� + �� �����+����$
�� �� �+������ ;+x = − lg x< K  42   5L ;��� ������� (! 2 +!  =%< .��� ��� #��"#� �0��+���� �* ���
���)�� +� K  5L! ��� ���)�� +� �� ���� �� �0��+���� �� ��� �#��� *�� ���)��� ��$ "#�������� ;���
�������  !%! 2 +! ,<! ��� ����$��$ �������� m◦− �� ������ �� )� �"#�� ��  ��� :6−1! ����� +� ��
$�3��$ �� ����� �* � "#������ ���� ������ )� ����#��$ ��$�+��$�����2 ��� �)��� �"#����� ��� )�
���� ��6��$�$ �� � �������
 $�3������!

��� ����)�������� �* +������ +� ����$��$� ��"#���� ��� �++�������� �* ��� �����+� �* ���
/+������ �����$ �* ����#������1 K  4L2 ���#���6 *#�� ������)����� �* ��� ���#��� �* ��� ����#�������
��$ ����� #������������! ��� ���������� �� ��� ������ �� $������������ �* �0+��������� �����)���
�#�� )� ����#$�$ �� ��� ��������$ #���������� �* ��� �����$!

��� +������ �����$ *�� ��� ����#������ �* +� �������� ��� #�� �* � ���� .����#� �����*������2
:��.� �� ��� ������ 
�

 K  8L?

��;�< | �2;6< | '#A�� �2 
�−;�"< | �6
�;�< | �6;�<

�++�������� �* ��� ������ �"#����� �� ��� �)��� ���$� �� ��� �����������+

E = E◦− − RT ln 10
F

lg[(mH+γH+/m◦−)(mCl−γCl−/m
◦−)]

.���� E �� ��� +�������� $�A������ �* ��� ���� ��$ E◦− ��� ����$��$ +�������� �* ��� �6
�|�6
�������$�! ���� �"#����� ��� )� �������6�$ �� ����$

− lg(aH+γCl−) =
(E − E◦−)

(RT ln 10)/F
+ lg(mCl−/m

◦−)

����#������� �* E ��� ��$� ��$ ��� "#������ − lg(aH+γCl−) �� �)�����$ )� �0���+������� ��
mCl−/m

◦− = 0! ��� ���#� �* γCl− �� ����#����$ #���6 ��� '����9-#66������ ���������� K  5L )���$
�� ��)��9�F�:�� ������! ���� − lg(aH+) �� ����#����$ ��$ �$����3�$ �� +�;��<2 .���� �� ��6��3��
+������ ����$��$! ��� #������������ �� ��� �.� ��������� ��� ��+������ ±=!== �� − lg(aH+γCl−)◦−2
��$ ±=!==% �� +�2 ���+��������!
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��������� *�� +������ ����$��$ +� )#A��� �#�� ���� ���� ��� �++��+����� ��"#�������� *�� ��*9
������ ��������� ����#$��6 �������� +#���� ��$ ���)�����2 ��$ �++����)����� �* ��� '����9-#66������
���������� �� ��� ���������� �* lg(γCl−)! ���� ���������� ��"#���� ���� ��� ����� �����6�� �#�� )�
� 0.1 ��� :6−1! ������� ����$��$ )#A��� ���#�$ ���� ���$ �� ����� ��"#�$ B#������ +��������� .���
#��$ �� ����� .��� ��"#�$ B#�������! �����$��� ����$��$�2 +�;��<2 ��� ���� ������)��2 )#� ����� �
6������ #���������� �� ����#��$ ���#��!

��������� +� ����#������� 6�������� #�� ����� ��������6 ��"#�$ B#������� �� .����2 �����"#�����2
��"#�$ B#������ +���������2 Ej2 ��� +������ K  4L! ����#������� �* +� ��� ��� �������� +��*����$
#���6 ��� ��|�2 �������$�2 )#� ������ ��� 6���� ;�� ����� �+9���������< �������$�2 .���� ���+����
*����� ;$EH$+�< #�#���� $������� *��� ��� ������ ���+�! ��� ���������$ #������������ ��� ��6��*9
������� ���6�� ���� ����� ���������$ .��� ��� *#�$������� ����#������� #���6 ��� �����$ ����!
�����������2 �����+������� �* ��� #������������ *�� ��� +������ �����$2 ��$ *�� ��� �#)��"#��� ���9
�#�������2 +������ ��� #������������ *�� ��� +����$#��� �� )� ���:�$ �� ��� +������ ����$��$� )� ��
#�)��:�� ����� �* ���+�������!

��*������ ���#�� *�� ����$��$� �� �2� ��$ �"#��#�9��6���� ������� ��0�#��� �0��� K  >L!
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���� ��

��� 	
� ����	�� ���������

��� ��������$������ 6���� ���� ��� )���$ �� ���� �0������� �	��
 ��������$������ K !�− !�L
��$ K &=X &%L! 
������� ����������Q����� �� $�����)�$ �� K &(L ��$ "#�������� ������$ �� �����9
�����#��� �� K &,L!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

�+���3� �#�*��� ���� a�, a, s a� = A/m �2 :6−1  
�#�*��� ���#�� �* ' n�

� ��� &
�$���)�$ ���#�� �* ' n�


 ��� &
�#�*��� �0���� ���#�� �* ' n�

σ ��� %
�#�*��� �0���� ��, (��σ) �� = n�

σ/A ��� �−2 %
������������� �* '

����� �#�*��� �0���� �, (�σ) � =
∑
i
�i ��� �−2

�������������
���� +�� �����#�� a, σ a� = A/N�

a � 2 (
���� +�� �����#�� �� � a�, σ� a��� = A/N��� �2 (
3���$ ���������

�#�*��� ������6� θ θ = N�
a/N���  (

������� ��6�� θ ��$2  
3�� ����:���� t, h, δ �
����:���� �* ;�#�*��� �� τ, δ, t �

�����*�����< �����
�#�*��� �������2 γ, σ γ = (∂G/∂A�)T,p,ni � �−12 E �−2

�����*����� �������
3�� ������� 	� 	� = (∂G/∂A�)T,p,ni � �−1 ,
��)�� ���6�� �* ��� LD LD = κ−1 � 4
$�A#�� �����

�����6� ����� ������
�#�)��9�����6� Mn Mn =

∑
i
niMi/

∑
i
ni :6 ���−1

����9�����6� Mm,Mw Mm =
∑
i
niMi

2/
∑
i
niMi :6 ���−1

z9�����6� M! M! =
∑
i
niMi

3/
∑
i
niMi

2 :6 ���−1

��$���������� ���@����� s s = v/a � 5
��� $�� D���� �������� λ E
�����$�$ ��� $�� D���� β,B E

��������
��� $�� D����9����:�� A� E
��������

�#�*��� +����#�� π π = γ0 − γ � �−1 8

; < ��� �#)����+� � $���6����� ��� �#�*��� ���� .���� �)���+���� �� $�+������� �* �+����� ��� ���#�!
m $���6����� ��� ���� �* � ����$ �)���)���!
;&< ��� ���#� �* n�� $�+��$� �� ��� ����:���� ����6��$ �� ��� �#�*��� ����� ;��� ���� ����  2 +! (5<!
;%< ��� ���#�� �* n�σ ��$ �� $�+��$ �� ��� ���������� #��$ �� $�3�� ��� +������� �* ��� -�))�
�#�*���! ���� ��� 6���� )� ��� �0���� ���#�� �* ' �� �#�*��� ������������� �* ' ���� ���#�� ����
.�#�$ �++�� �* ���� �* ��� �.� )#�: +����� .��� ����6����#� ��6�� #+ �� ��� -�))� $���$��6 �#�*���!
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�>>�5�0)+, *(7022()>+5�0).

��� �#+������+� � $������ ��� +��+������ �* � �#�*��� �� �����*����� �����! �� ��� +������� �* �$���+����
�� ��� )� ��+����$ )� ��� �#+������+� �!

#$��!
�� ��������Q ����6� �* �����*����� ����� A�

���#�� �* �$���)�$ �#)������ n


���#�� �* �$���)�$ �2 n
;�2< �� n;�22 �<
���� +�� �����#�� ' �� � ��������� a;'<, a�

��� �#+������+� σ �� #��$ �� $����� � �#�*��� �0���� +��+���� �������� �� ��� -�))� �#�*���!

#$��!
� �#�*��� �0���� ���#�� n�
σ

;�� -�))� �#�*��� ���#��< �* '

�� 6������ ��� ���#�� �* �� ��$ �� $�+��$ �� ��� +������� ������ *�� ��� -�))� $���$��6 �#�*���!
��.����2 �.� "#��������2 ��"�# ��$ ��"
# ;��$ ������+��$��6�� n�σ(�) ��$ n�σ(
)<2 ��� )� $�3��$
�� � .�� ���� �� ��������� �� ���� ������ ;��� K !�L<! ��

(�) �� �����$ ��� ��
����� �#�*��� �0����
������������� �* ' .��� ���+��� �� �2 �� ���� ���+�� ��� �������� �$���+���� �* 'P �� �� ��� ���#�
�* �� .��� ��� �#�*��� �� ������ �� ��:� �� = 0! ��

(
) �� �����$ ��� ����
�� �#�*��� �0����
������������� �* '2 �� ���� ���+�� ��� ��$#��$ �$���+���� �* 'P �� �� ��� ���#� �* �� .��� ���
�#�*��� �� ������ �� ��:� ��� ����� �0���� � =

∑
i �i = 0!

���+������ �* +����� ;�, �, �< ��� )� $�����$ )� ������+��$��6 �#+������+� ��$����!

#$��!
�� �#�*��� ������� �* +���� � γ�

�����*����� ������� )��.��� +����� � ��$ � γ��

���)��� �* ������$������ "#�������� $���$�$ )� �#�*��� ���� ��� #�#���� ��� ������+��$��6 ��.��
���� �������P �� ����������� �� �� #�� � ����#�C�0!

#$��!
� �����*����� �����+� +�� ���� s�(= ŝ�) = S�/A

��� *����.��6 �))���������� ��� #��$ �� ������$ ���������?

��� �������� ���6#������ �������������
��� �������� ������������� �������������
��+ ����������� +����
+Q� +���� �* Q��� ����6�

;����� ������#�$<
;%< ;������#�$< ��� K !�L2 ��$ ���� �$$������� ��������$������ �� ���� +�6�!
;(< N�a �� ��� �#�)�� �* �$���)�$ �����#��� ;N�a = Ln�

a<2 ��$ N���a �� ��� �#�)�� �* �$���)�$
�����#��� �� � 3���$ ���������! ��� $�3������ �++���� �� �������� '!
;,< �� ��� �"#�����2 Af �� ��� ���� �* ��� 3��!
;4< ��� �������������� ��)�� ���6�� K !�L ��$ K &%L �� ��)�� ��������6 ���6�� K &%L LD �++���� ��
-�#�9
��+��� ������ ��$ �� ��� ������ �* �������$#���� �+���9����6�!
;5< �� ��� $�3������2 v �� ��� �������� �* ��$���������� ��$ a �� ��� ������������ �* *��� *��� ��
������*#6�����! ��� ���)�� *�� � �������6 ��$���������� ���@����� �� KsL2 *�� � ��$#��$ ��$����������
���@����� s◦2 ��$ *�� � ��$#��$ �������6 ��$���������� ���@����� Ks◦LP ��� K !�L *�� *#����� $������!
;8< �� ��� $�3������2 γ0 �� ��� �#�*��� ������� �* ��� ����� �#�*��� ��$ γ ���� �* ��� ������$ �#�*���!
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�'��'� �-*/+7( .5*-75-*( F���G

:�; ��)?,(<7*1.5+, .-*/+7( +)> �(750* >(.�?)+5�0).

%� ������ ��$���� ;hkl< ��� #��$ �� �+���*� � �#�*��� ����������� .��� � ;hkl< )#�: +����! 
�������
�* ��������9�"#������� �#�*���� ��� $���6����$ bhklc! U����� $��������� ��� $���6����$ KhklL ��$
*������� �* ��������9�"#������� ������ $��������� < hkl >!

:��; �05+5�0). /0* .5(@@(> .-*/+7(. :/0* �>(+,,1 5(*2�)+5(> 3-,8 ,+55�7(.;

���++�$ �#�*���� ;�*��� ���������6 �* ����9������ ���6�� ���+� ��$ �������� �* ��)������ .�$��< .���
6������ ������ ��$���� ;hkl< ��� ���.�$ �� ���+���$ �* ����������6 ��.9������9��$�0 *����� ;h�k�l�<
*�� ��� ���+ *���� ��$ ;h	k	l	< *�� ��� ������� +�����! ��� ���+ �������� $���6����� �#�� � �#�*��� ��

;hkl< W n(h	k	l	) × ;h�k�l�<
.���� n ����#��� ��� ������� .�$�� �� #���� �* ���� ��.�!

#$��!
� ��� ;5,,< �#�*��� �* �� *�� ����$2 .��� ;   < �������$ �������� ��$ ; ==<
�������$ ���+ *���� �� $���6����$ �� ��� ���+ �������� �� 4;   <×; ==<!

��� �����*���� �������� ����.� ���� ���+��0 �#�*��� ������������2 #���6 $����+������� ���� �����
��$�+��$��� ��.9��$�0 *���� ������������ ;h$k$l$<2 ;h%k%l%< ��$ ;h&k&l&<?

;hkl< W a1
λ(h$k$l$< Y a2

μ(h%k%l%< Y a3
ν(h&k&l&)!

��� *������ a� ��� ���+�� ��������� $����+������� ���@������ �* ;hkl< ���� ��� ����� �����*����
������9��$�0 �������2 .���� ��� �#)����+�� λ, μ ��$ ν ��$����� ��� �������� *���� ��Q�� �� ����� �* &�
#��� ����� �� ���� *����!

#$��!
� ��� ; =2825< �#�*��� �* �� *�� ����$2 .��� ;   < �������$ �������� ��$ ���+� Q�6Q�66��6
.��� ����������6 ������������ ;  1̄< ��$ ; ==<2 �� $���6����$ �� ��� �����*����
�������� �� ; =2825< W [(15/2)15(111) + (1/2)1(111̄) + 22(100)] .

:���; �05+5�0). /0* .-@(*,+55�7(. +5 .-*/+7(.

�����0 ��������? � &� �#+��������� .��� )���� ������� �1, �2 �� � )#�:9��:� �#)������ .��� &� �#�*���
)���� ������� �1,�2 �����3�� ��� �������� �1 = m11�1+m12�2 ��$ �2 = m21�1+m22�22 ��#� $�3���6

� �����0 M =

(
m11 m12

m21 m22

)
���� #��"#��� �+���3�� ��� �#+���������! �* ��� �����0 �������� ���

��� ����6���2 ��� �#+��������� �� �����$ �������#���� .��� ��� �#)������ �������!

D��$ ��������? �� ���� ����� ��� �#+��������� ��� )� ��)���$ �� i
(
b1
a1
× b2
a2

)
Rα◦2 .���� i �� � *��

�������$ �#+���������� �� i �� + *�� +�������� �#+���������� ;+ �� �*��� $��++�$< ��$ α �� � ��������
��6�� �������� �� ��� �#)������ )���� ������� ;���� +��� �� $��++�$ .��� α = 0<!

#$��!
� ��� )���: ��$ .���� ����� )���$ �� � �#+��������� �������� �� ��� #�$������6 ��� �* ���

�"#����! ���� �#+��������� ��� )� $���6����$ .��� � �����0

(
1 1
−1 1

)
, .���� ��

�"#������� �� ��� D��$ ��)�� ;
√

2×√2) R(,◦ �� .��� ��� �����������
$�����+���� �;&×&<!

5>



:��; �1230,.

�1,�2 &� �#)������ )���� ������
�1
∗,�2

∗ &� ����+����� �#)������ )���� ������
�1, �2 &� �#+��������� )���� �������
�1
∗, �2∗ &� ����+����� �#+��������� )���� �������

# &� ����+����� ������� ������
hk &� ������ ��$����
hkl %� ������ ��$����
M �����0 *�� �#+��������� ��������
z ����$����� +��+��$��#��� �� �#�*���
θ �#�*��� ������6�
�' ��)�� ���+����#��
Δφ( .��: *#������ ����6�
λ� �������� ���� *��� +���
φ( .��: *#������

8=



���� ��	
����� ����������

��� ����� ��$ ���)��� ��������$�$ ���� ��� �� �6������� .��� ����� ��������$�$ )� �	���
K(L ��$ ��� K,!�L! 
#����� ��*�������� �� �����+��� +�������� �� ��������������� ������� ��� ����
)� *�#�$ �� K =(L!

��� *����.��6 ���)��� ��� #��$ �� ��� $�3�������? ���� ;m<2 ���� ;t<2 ���#�� ;V <2 ���� ;A<2
$������ ;ρ<2 �+��$ ;v<2 ���6�� ;l<2 ��������� ;η<2 +����#�� ;p<2 ������������ �* *��� *��� ;g<2 �#)��
�0+������ ���@����� ;α<2 ������$������ ���+����#�� ;T <2 �#�*��� ������� ;γ<2 �+��$ �* ��#�$ ;c<2
���� *��� +��� ;λ<2 *��"#���� ;f<2 ������� $�A#������ ;a<2 ���@����� �* ���� �����*�� ;h<2 �������
���$#������� ;k<2 �+���3� ���� ��+����� �� �������� +����#�� ;cp<2 $�A#���� ���@����� ;D<2 ����
*������� ;x<2 ���� �����*�� ���@����� ;kd<2 +�����)����� ;μ<2 �������� ���$#������� ;κ<2 ��$ ��6�����
C#0 $������ ;B<!

 ��� �	���
 -�+������ �& ����  ����

C#0 �* ���� m qm qm = $mH$t :6 �−1  
C#0 $������ �* ���� m Jm Jm = qm/A :6 �−2 �−1 &2 %
���� C#02 �2 P � = dQ/dt D  
������� +�.��

���� C#0 $������ Jq Jq = �/A D �−2 %
������� ���$#������ G G = �/ΔT D J−1

������� ���������� R R = 1/G J D−1

������� ���$#������� λ, k λ = −Jq/($TH$l) D �−1 J−1

���@����� �* ���� �����*�� h, (k,K, α) h = Jq/ΔT D �−2 J−1

������� $�A#������ a a = λ/ρcp �2 �−1

$�A#���� ���@����� D D = −Jn/;$cH$l< �2 �−1 (
���������2 η η = −τxz(∂Vx/∂z)−1 �� � ,
����� ���������

)#�: ��������� κ κ = −τxx(∇∇∇ ·�)−1 �� � ,
������� $�A#���� ���@����� D� D� = Jxc

−1($T/$x)−1 �2 J−1 �−1

; < � ������ "#������2 qqqm = (dm/dt) eee2 .���� eee �� ��� #��� ������ �� ��� $�������� �* ��� C�.2 ��� )�
$�3��$2 ��������� �����$ ��� /C�. ����1 �* m! ������� $�3������� �++�� �� ��� �0������� "#������!
;&< ��� C#0 $������ �* �����#���2 JN 2 $��������� ������ ��� ���� �� .���� �� .�#�$ )� ������$ �*
���� �����#�� ��#�:2 �� ��� ���� �* �A#���� ����#6� � ���� �� ��� �#�*���! �� ��#$���6 ��� �0+��#��2∫
JN$t2 �* � �#�*��� �� � 6��2 �#�*��� ���������� 3�$ �� #��*#� �� #�� ��� +��$#�� �* +����#�� ��$

���� �� � ����#�� �* ��� �0+��#��2 ����� ���� +��$#�� �� �"#�� �� ��� �#�)�� C#0 $������2 JN 2 �����
��� ���� JN t = C(u/4)pt2 .���� C �� ��� �#�)�� $������ �* �����#���2 u ����� �����6� �+��$2 k
��� '���Q���� �������� ��$ T ��� ������$������ ���+����#��! ��� #��� ���6�#�� ;���)�� �<
������+��$� �� ��� �0+��#�� �* � �#�*��� �� � 6�� ��  =−6 ���� *��  �!
;%< �� +�����#� �$������2 ��� ���� /C#01 .�� #��$ *�� .��� �� ��. �����$ /C#0 $������12 �� �6�������
.��� �	��� K(L! ��� ���� /$������1 �� ��� ���� �* �� ��������� +������� "#������ #�#���� ��+����
/�0������� "#������ $���$�$ )� ���#��1 *�� ������ "#�������� )#� /�0������� "#������ $���$�$ )� ����1
*�� ������ "#�������� $������6 C�. �� C#0!
;(< c �� ��� ���#�� �������������!
;,< ��� ���� ������� &!&2 +!  ,P τ �� ��� ����� ������ ������!
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�'��'� �*+).@0*5 79+*+75(*�.5�7 )-23(*.A �-+)5�5�(. 0/ >�2().�0) 0)(

 ��� �	���
 -�+������  ����

������$� �#�)�� (� (� = ρvl/η

�#��� �#�)�� Eu Eu = Δp/ρv2


��#$� �#�)�� Fr Fr = v/(
�)1/2

-�����* �#�)�� Gr Gr = l3gαΔTρ2/η2

D�)�� �#�)�� We We = ρv2l/γ

���� �#�)�� Ma Ma = v/c

J�#$��� �#�)�� Kn Kn = λ/l

����#��� �#�)�� Sr Sr = lf/v


�#���� �#�)�� Fo Fo = at/l2

�O���� �#�)�� Pe Pe = vl/a

������6� �#�)�� Ra Ra = l3gαΔTρ/ηa
�#����� �#�)�� Nu Nu = hl/k

������� �#�)�� St St = h/ρvcp

�#���� �#�)�� *�� Fo∗ Fo∗ = Dt/l2  

���� �����*��
�O���� �#�)�� *�� Pe∗ Pe∗ = vl/D  

���� �����*��

-�����* �#�)�� *�� Gr∗ Gr∗ = l3g

(
∂ρ
∂x

)
T,p

(
Δxρ
η2

)
 

���� �����*��
�#����� �#�)�� *�� Nu∗ Nu∗ = kdl/D  2 &

���� �����*��
������� �#�)�� *�� St∗ St∗ = kd/v  

���� �����*��
����$�� �#�)�� �� �� = η/ρa

�����$� �#�)�� Sc Sc = η/ρD

��.�� �#�)�� Le Le = a/D

��6����� ������$� �#�)�� Rm, (�m Rm = vμκl

��*�O� �#�)�� Al Al = v(ρμ)1/2/B

�������� �#�)�� Ha Ha = Bl(κ/η)1/2


�.���6 �#�)�� Co Co = B2/μρv2

; < ���� "#������ �++���� �� ��� �����+��� �* ������ �� )����� ��0�#��� K5&L!
;&< ��� ���� ����.��$ �#�)�� ��$ ���)�� Sh ���� )��� .�$��� #��$ *�� ���� "#������!
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 ������ �� �
��� *��+

��� ������������� ������ �* 	���� ;��< .�� �$�+��$ )� ���   �� -������ 
��*������ �* D��6���
��$ ����#��� ;
-��< ��  >4= K%L! �� �� � �������� ������ �* #���� )#��� *��� ����� �& ���� �����2
��� *�� ���� �* ��� ����� $������������ ��$�+��$��� )��� "#�������� ;��� �������  !&2 +! (<P ���� ���?
�����2 :���6���2 �����$2 ��+���2 :�����2 ����2 ��$ ���$��� *�� ��� )��� "#�������� ���6��2 ����2
����2 �������� �#�����2 ������$������ ���+����#��2 ���#�� �* �#)������2 ��$ �#����#� ���������2
���+��������! ��� $�3������� �* ��� �� )��� #���� ��� 6���� �� ������� %!%2 +! 85! ��� �& �������
����� ��� �0+�����$ �� +��$#��� �* +�.��� �* ��� )��� #����2 �����6�#� �� ��� ������+��$��6 ���������
)��.��� +������� "#��������! �* �� �#������� *������ ����� ����  ��� #��$ �� ��� $�3���6 �"#������
*�� $�����$ #����2 ���� ��� $�����$ #���� $�3��$ �� ���� .�� ��� �����$ 
������� ������� �����! ���
�� )��� #���� ��$ ��� $�����$ #���� .����#� ��� �#���+�� �� �#)9�#���+�� +��30�� *��� � ��������
��� �* #����2 ��$ ��� �����$ ��� 
������� �& �����!

�� ��� ������������� ������ �* 	���� ����� �� ���� ��� �������� �� #��� *�� ���� +������� "#������!
���� �� ������ ��� �++��+����� �� )��� #��� �����* ;��� ������� %!&2 +! 84< �� ��� �++��+����� �� $�����$
#��� ;��� �������� %!( ��$ %!,2 +! 8> ��$ >=<! ��.����2 ��� �* ��� �++����$ $������ +��30��2 �����$
�& !��+$��2 ��� )� #��$ �� ������#�� $������ �#���+��� �� �#)�#���+��� �* �� #���� ;��� ������� %!42
+! > <! ��� �� #���� ��$ ��� $������ �#���+��� ��$ �#)�#���+��� ������#���$ .��� ��� �� +��30��
��� �����$ ��� ���+���� ��� �* �� #����2 �� ���+�� ��� �� #����2 �� ��� #���� �* ��� ��!

�� �� ��������$�$ ���� ���� #���� �* ��� �� )� #��$ �� ������� ��$ ��������6� ;.��� �� +��30��
.���� �++��+�����<! D���� ����� ��� �+����� ������� *�� ��:��6 �� �0��+���� �� ���� �#��2 �� ��
��������$�$ ��.��� �� $�3�� ��� #���� �� ����� �* �� #����!
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��� ���)��� �����$ ���� ��� ��������������� �6���$ ��$ ����� ��� )� ����6�$ �� ����� ���6#�6�� ��
����+��! ��� ��������  !% ��$  !(2 +! , ��$ +! 4 �� ��� +������6 �* ���)��� *�� #����!

�& ���� ����

%��� "������	  ��� �	���


���6�� ����� �
���� :���6��� :6
���� �����$ �
�������� �#����� ��+��� �
������$������ ���+����#�� :����� J
���#�� �* �#)������ ���� ���
�#����#� ��������� ���$��� �$
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��� ����
����
� �� ��� �� �	�� �
���

��� *����.��6 $�3������� �* ��� ����� �� )��� #���� ��� �$�+��$ )� ��� -������ 
��*������ ��
D��6��� ��$ ����#��� ;
-��< K%L!

2(5*( ;���)��? �<

�9( 2(5*( �. 59( ,()?59 0/ @+59 5*+�(,(> 31 ,�?95 �) �+7--2 >-*�)? + 5�2(
�)5(*�+, 0/ �H299792458 0/ + .(70)>'
; 5th 
-��2  >8%<

8�,0?*+2 ;���)��? :6<

�9( 8�,0?*+2 �. 59( -)�5 0/ 2+..I �5 �. (4-+, 50 59( 2+.. 0/ 59( �)5(*)+5�0)+,
@*05051@( 0/ 59( 8�,0?*+2'
;%rd 
-��2  >= < 1

.(70)> ;���)��? �<

�9( .(70)> �. 59( >-*+5�0) 0/ 9192631770 @(*�0>. 0/ 59( *+>�+5�0)
70**(.@0)>�)? 50 59( 5*+).�5�0) 3(5D(() 59( 5D0 91@(*=)( ,(�(,. 0/ 59(
?*0-)> .5+5( 0/ 59( 7+(.�-2 ��� +502'
; %th 
-��2  >45<

���� $�3������ ��*��� �� � �����#� ���� �� ���� �� � ���+����#�� �* = J!
;
���2  >>5<

�� ���� $�3������ �� �� #�$������$ ���� ��� 
� ���� �� � ���+����#�� �* T = 0 J �� #�+���#�)�$ )�
)���:9)�$� ��$������! ��� *��"#���� �* +������ *��"#���� ����$��$� ���#�$ �����*��� )� ��������$
*�� ��� *��"#���� ���*� $#� �� ��� ��)���� ��$������2 �� �����$ )� ��� 
���#������� 
�������� *��
���� ��$ 
��"#���� ;

�
2  >>><!

+2@(*( ;���)��? �<

�9( +2@(*( �. 59+5 70).5+)5 7-**()5 D9�79 �/ 2+�)5+�)(> �) 5D0 .5*+�?95
@+*+,,(, 70)>-750*. 0/ �)=)�5( ,()?59 0/ )(?,�?�3,( 7�*7-,+* 7*0..<.(75�0) +)>
@,+7(> � 2(5*( +@+*5 �) �+7--2 D0-,> @*0>-7( 3(5D(() 59(.( 70)>-750*. +
/0*7( (4-+, 50 �×��−7 )(D50) @(* 2(5*( 0/ ,()?59'
;>th 
-��2  >(8<

8(,��) ;���)��? J<

�9( 8(,��) -)�5 0/ 59(*20>1)+2�7 5(2@(*+5-*( �. 59( /*+75�0) �H�!�'�� 0/
59( 59(*20>1)+2�7 5(2@(*+5-*( 0/ 59( 5*�@,( @0�)5 0/ D+5(*'
; %th 
-��2  >45<

���� $�3������ ��*��� �� .���� �����6 ��� �����+�� ���+������� $�3��$ �0����� )� ���
*����.��6 ���#��9�*9�#)������ ������? =!===  ,, 54 ���� �* 2� +�� ���� �* 1�2 =!=== %5> >
���� �* 17� +�� ���� �* 16�2 ��$ =!==& ==, & ���� �* 18� +�� ���� �* 16�!
;
���2 &==,< 2

1 ��� :���6��� �� ��� ���� )��� #��� .���� �� ��� $�3��$ )� � ����#������ �� � ������ $�3��$ )�
���#��� ��������+�� ��������� �� �� �0+��������� ���#+ $�����$ *��� �#�� � ������! ������ �� ��
$�3��$ )� � �#��� ����*��� ;��� ������������� +������+� �* ��� :���6���<! �����*���2 �����������
$�3������� �* ��� :���6��� ��� #�$�� �#����� $���#����� K &5X &>L!
2 ��� ���� ������� &!  2 ���� &2 +! ,4!

85



20,( ;���)��? ���<

�' �9( 20,( �. 59( +20-)5 0/ .-3.5+)7( 0/ + .1.5(2 D9�79 70)5+�). +. 2+)1
(,(2()5+*1 ()5�5�(. +. 59(*( +*( +502. �) �'��� 8�,0?*+2 0/ 7+*30) ��I �5.
.1230, �. J20,K'
�' L9() 59( 20,( �. -.(> 59( (,(2()5+*1 ()5�5�(. 2-.5 3( .@(7�=(> +)> 2+1
3( +502. 20,(7-,(. �0). (,(75*0). 059(* @+*5�7,(. 0* .@(7�=(> ?*0-@. 0/
.-79 @+*5�7,(.'
; (th 
-��2  >5 <

�� ���� $�3������2 �� �� #�$������$ ���� #�)�#�$ ����� �* ���)��  &2 �� ���� ��$ �� �����
6��#�$ �����2 ��� ��*����$ ��!
;
���2  >8=<

#$��!
�� �� ��� ��� �� ��� ��
�

 ��� �* 1�2 �������� �)�#� 4!=&&× =23 1�2 �����#���2 ��  &!=((× =23 1� �����
 ��� �* �6
� ��� � ���� �* &%4!=( 6
 ��� �* �62
�2 ��� � ���� �* (5&!=> 6
 ��� �* �62

2+ ��� � ���� �* (= ! 8 6 ��$ � ����6� �*  >&!>5 :

 ��� �* 
�0.91� ��� � ���� �* 8&!88 6
 ��� �* �− ��� � ���� �* ,(8!,8 �6 ��$ � ����6� �* −96.49 :

 ��� �* +������ .���� *��"#���� �� ,× =14 �Q

��� �� ����6� �* �)�#�  >>!, :E

�+���3������ �* ��� ������ $��� ��� ��+�� ���� ��� �������� ��� �$�������? ��� ��� ����  ��� �* ��
�����+� ��0�#�� �� 6�� ��0�#��!

7+)>(,+ ;���)��? �$<

�9( 7+)>(,+ �. 59( ,-2�)0-. �)5().�51 �) + ?��() >�*(75�0) 0/ + .0-*7( 59+5
(2�5. 20)079*02+5�7 *+>�+5�0) 0/ /*(4-()71 ���×��12 9(*5M +)> 59+5 9+. +
*+>�+)5 �)5().�51 �) 59+5 >�*(75�0) 0/ �H��� D+55 @(* .5(*+>�+)'
; 4th 
-��2  >5><
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	��� 	
� �����
�

�& ������� ����
-������ "������	  ��� �	���
 #$!������ �� ����� �� ����� �& �����  ����

+���� ��6�� ��$��� ��$ � �−1 W   
����$ ��6�� �����$��� �� �2 �−2 W   
*��"#���� ����Q �Q �−1 &
*���� ��.��� � � :6 �−2

+����#��2 ������ +����� �� � �−2 W �−1 :6 �−2

����6�2 .��:2 ���� B�#�� E � � W �2 :6 �−2

+�.��2 ��$���� C#0 .��� D E �−1 W �2 :6 �−3

�������� ����6� ��#���) 
 � �
�������� +��������2 ���� U E 
−1 W �2 :6 �−3 �−1

������������� *����2
�������� �������

�������� ���������� ��� Ω U �−1 W �2 :6 �−3 �−2

�������� ���$#������ ������� � Ω−1 W �−2 :6−1 �3 �2

�������� ��+�������� *���$ 
 
 U−1 W �−2 :6−1 �4 �2

��6����� C#0 .�)�� D) U � W �2 :6 �−2 �−1

��6����� C#0 $������ ����� � D) �−2 W :6 �−2 �−1

��$#������ ����� � U �−1 � W �2 :6 �−2 �−2


����#� ���+����#�� $�6��� 
����#� ◦
 %
�#����#� C#0 �#��� �� �$ �� W �$
���#������� �#0 �0 �� �−2 W �$ �−2

��������2 ;��$����������< )��"#���� '" �−1 (
��*����$ �� � ��$��9
�#���$�

�)���)�$ $���2 6��� -� E :6−1 W �2 �−2 (
:����

$��� �"#������� ������� �� E :6−1 W �2 �−2 (
;$��� �"#������� ��$�0<

��������� �������� :���� :�� ��� �−1 (2 ,

; < ��$��� ��$ �����$��� ��� $�����$ #����! ����� ���� ��� ���� �* $��������  2 ���� ������ �+�� ���
+����)����� �* ����#$��6 ���� �� �������6 ���� �� �0+�������� �* �� $�����$ #����! �� +������� ����
����� ���� ��$ ��$ �� ��� )� #��$ .��� �++��+����� ��$ ��� )� ������$ �* ������� �� ��� ����!
;&< 
�� ��6#��� *��"#���� ��$ *�� ��6#��� �������� ��� #��� ��$ �−12 �� ���+�� �−12 ���#�$ )� #��$2
��$ ���� ��� ��� )� ��+����$ .��� �Q! ��� #��� �Q ����� )� #��$ ��
	 *�� *��"#���� �� ��� ����� �*
������ +�� �����$!
;%< ��� 
����#� ���+����#�� t �� $�3��$ )� ��� �"#�����

t/◦
 = T/J− 273.15
��� �� #��� �* 
����#� ���+����#�� �� ��� $�6��� 
����#�2 ◦
2 .���� �� �"#�� �� ��� :�����2 J!
◦
 ����� )� ������$ �� � ���6�� ���)��2 .��� �� �+��� )��.��� ��� ◦ ��6� ��$ ��� 
! ��� ���)��
◦J2 ��$ ��� ���)�� ◦2 ����� �� ���6�� )� #��$ *�� ��� #��� �* ������$������ ���+����#��!
;(< '��"#���� �� ��� )���� #��� �� )� #��$ �� �#����� ��$ ��$�����������P )��"#����2 6���2 ��$ �������
��� �$�����$ *�� ������� �* ��*�6#��$��6 �#��� ������ K%L!
;,< D��� ��� ���#�� �* � �������� ������ )� �0+�����$ �� � �#�)�� �* ���������� ��������2
�� ���#�� �* �#)������2 �� � ����2 � /��������� ��������1 ��� ����� )� $�3��$ �� � +��+���� �*
��� �������� ����#��$ )� � ������Q�$ ���� �* ���������� #�$�� �+���3�$ �+����Q�$ ���$������!
��� :����2  :�� W  ��� �−12 ���#�$ ��+���� ��� /;��Q���< #���12  	 W ���� ���−1 ≈ 16.67
�:�� K %=L!
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������

���� ��)�� 6���� �0��+��� �* ����� �� $�����$ #����P ��� ���� �� ������ ���#��������!

�& ������� ����
-������ "������	 �	���
 #$!������ �� ����� �� �& ���� �����  ����

�@������ D D−1 W  
���� �2

���#�� �3

�+��$2 �������� � �−1

��6#��� �������� ��$ �−1 W �−1

������������ � �−2

������ �* *���� � � W �2 :6 �−2

��+������2 .����#�)�� �−1  
$������2 ���� $������ :6 �−3

�+���3� ���#�� �3 :6−1

���#�� ������������� ��� �−3 &
����� ���#�� �3 ���−1

���� ��+�����2 �����+� E J−1 W �2 :6 �−2 J−1

����� ���� ��+�����2 E J−1 ���−1 W �2 :6 �−2 J−1 ���−1

����� �����+�
�+���3� ���� ��+�����2 E J−1 :6−1 W �2 �−2 J−1

�+���3� �����+�
����� ����6� E ���−1 W �2 :6 �−2 ���−1

�+���3� ����6� E :6−1 W �2 �−2

����6� $������ E �−3 W �−1 :6 �−2

�#�*��� ������� � �−1 W :6 �−2

���� C#0 $������2 D �−2 W :6 �−3

����$�����
������� ���$#������� D �−1 J−1 W � :6 �−3 J−1

:�������� ���������2 �2 �−1

$�A#���� ���@�����
$������ ���������2 �� � W �−1 :6 �−1

����� ���������
�������� ����6� $������ 
 �−3 W �−3 � �
�������� �#����� $������ � �−2

���$#������� � �−1 W �−3 :6−1 �3 �2

����� ���$#������� � �2 ���−1 W :6−1 �3 �2 ���−1

+����������� 
 �−1 W �−3 :6−1 �4 �2

+�����)����� � �−1 W � :6 �−2 �−2

�������� 3��$ �����6�� U �−1 W � :6 �−3 �−1

��6����� 3��$ �����6�� � �−1

�0+��#�� ;] ��$ γ ����< 
 :6−1 W :6−1 � �
�)���)�$ $��� ���� -� �−1 W �2 �−3

; < ��� .��$ /.����#�)��1 $������ ��� "#������ /����+����� .������6��1! ��� .�$��+���$ #�� ��
$����� ��� #��� ��−1 ���#�$ )� $����#��6�$!
;&< ��� .��$� /���#�� �������������1 ��� �� �))��������� *�� /���#��9�*9�#)������ �������������1!
D��� ����� �� ��� ��:��� �� )� ��� ��)�6#��� ���� "#������ ��� )� �����$ ���+�� /�������������1!
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��� *����.��6 +��30�� K%L ��� #��$ �� $����� $������ �#���+��� ��$ �#)�#���+��� �* �� #����!

���+$
�����
��!
�  ��� �	���


 =−1 $��� $
 =−2 ����� �
 =−3 ����� �
 =−6 ����� �
 =−9 ���� �
 =−12 +��� +
 =−15 *���� *
 =−18 ���� �
 =−21 Q�+�� Q
 =−24 ����� �

���+$
��
��!
�  ��� �	���


 =1 $��� $�
 =2 ����� �
 =3 :��� :
 =6 ��6� �
 =9 6�6� -
 =12 ���� �
 =15 +��� �
 =18 �0� �
 =21 Q���� S
 =24 ����� �

���30 ���)��� ����� )� +�����$ �� ����� ;#+��6��< ��+� .��� �� �+��� )��.��� ��� +��30 ��$ ���
#��� ���)��!

#$��!
� :��������2 :�

D��� � +��30 �� #��$ .��� � #��� ���)��2 ��� ���)������� �� ��:�� �� � ��. ���)�� ���� ��� )�
�����$ �� ��� +�.�� .����#� ��� #�� �* +����������!

#$��!
��  ��3 W ; =−2 �<3 W  =−6 �3

 ��−1 W ; =−6 �<−1 W  =6 �−1

 UH�� W  UH; =−2 �< W  =2 UH�
 ����H$�3 W  =−3 ���H; =−3 �3< W  ��� �−3

� +��30 ����� ����� )� #��$ �� ��� �.�2 ��$ +��30�� ��� ��� �� )� ���)���$ ���� ���+�#�$ +��30��!

#$��!
� +�2 ��� ���

��� ����� ��$ ���)��� �* $������ �#���+��� ��$ �#)�#���+��� �* ��� �� )��� #��� �* ����2 ���
:���6���2 ���)�� :62 .���� �����$� �������� � +��302 ��� ������#���$ )� �$$��6 ��� �++��+�����
+��30 �� ��� ���� 6��� ��$ ���)�� 6!

#$��!
�� �62 ��� �:6P �62 ��� ::6

��� ������������� ���������������� 
��������� ;��
< ��� ����$��$�Q�$ ��� *����.��6 +��30�� *��
)����� �#���+���2 ������ #��$ �� ��*�������� ��������6�2 �� )� $�����6#����$ *��� ��� �� +��30��
*�� $������ �#���+��� K5L!

���+$
��
��!
�  ��� �	���
 ������

(210)1 W ; =&(<1 :�)� J� :���)�����
(210)2 W ; =&(<2 ��)� �� ��6�)�����
(210)3 W ; =&(<3 6�)� -� 6�6�)�����
(210)4 W ; =&(<4 ��)� �� ����)�����
(210)5 W ; =&(<5 +�)� �� +���)�����
(210)6 W ; =&(<6 �0)� �� �0�)�����
(210)7 W ; =&(<7 Q�)� S� Q����)�����
(210)8 W ; =&(<8 ��)� �� �����)�����
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��� *����.��6 #���� ��� ��� +��� �* ��� ��2 )#� �� �� ����6��Q�$ )� ��� 
-�� K%L ���� ���� .���
������#� �� )� #��$ �� �++��+����� �����0��! �� +��30�� ��� )� �������$ �� ���� �* ����� #����2
�#�� �� ����������2 ��P ��6�������������2 ��UP :��������2 :�! � ���� �0������� ���� �* ���9�� #����2
.��� ���������� *������ �� ��� ������+��$��6 �� #����2 �� 6���� �� 
��+��� 52 +!  &>!

���� �������	 
�� 
�� ���� ��� ��

�������� �
������ ���� ������ ���
� �� �� 
���� �����

�
�� �
�3�� �
� I #% �
�
�� ��3� � I �#%% �
�
�� �
� � I A# &%% �
'+
�� 
��+� ������ ◦� ��� I B�H�A%C �
�
'+
�� 
��+� �
�3�� ′ I B�H�% A%%C �
�
'+
�� 
��+� ������ ′′ I B�H#&A %%%C �
�
��+3�� +
��� +� < I � ��3 I �%−3 �3 �
�
�� ����� � I � :� I �%3 7�
+���+ �� 
 J�+� ;3
��
��� ��'�� ?' I ln e I(1/2) ln e2 = 1 *
+���+ �� 
 '�5�� ;3
��
��

+���+ �� 
 J�+� ;3
��
���  �+ 1 *
+���+ �� 
 '�5�� ;3
��
��

������ �+��������+� �K BI e · � KC = ��#%* ��# &A�B&%C×�%−19 . �
�
�� �
+���� �
 = ��##% ��A �A*BA�C×10−27 7� �� &

3�
J�� 
���
� 3 B= ma(12C)/12C = � �

�
�� 3�
�

+����� �
3�
�
+ �
+� : I �A�* � �

�������
�
+ 3
 I ��&"� "�A �%# "�B#C×�%11 � #
3�
�

; < ��� ����������� ���)�� � �� ��� ���� �0��+���� �* ��� 6������ �#�� ���� ���)��� *�� #���� �����
)� +�����$ �� ��.�� ���� ������� #����� ���� ��� $�����$ *��� � +������� ����! �� ��$�� �� ����$ ���
���: �* ���*#���� )��.��� ��� ������ � ��$ ��� �#�)��  2 ��� #�� �* � �� ����+��$! ��.����2 ���� ���
��.�� ���� � �� #��$ )� ��� ��$ ��
!
;&< 
�� ��6�������� ����� "#�������� ��$ ����� #����2 ��� K % L!
;%< ��� ���#�� �* ����� #���� �� ����� �* ��� ������+��$��6 �� #���� ��� ��� �0���2 ����� ���� $�+��$
�� ��� ���#�� �* ��� +������� ��������� e ;*�� ������������< ��$ ma(12
) �� NA ;*�� ��� #��3�$
������ ���� #���<2 .���� ��� $��������$ )� �0+�������2 ��� 
��+��� ,2 +!    !
;(< ��� $�����2 .��� ���)�� ��2 ��$ ��� #��3�$ ������ ���� #���2 .��� ���)�� #2 ��� �����������
����� *�� ��� ���� #���! ��� $����� ��� )� ���)���$ .��� �� +��30�� �� �0+���� ��� ������ �*
���6� �� ����� ��������!
;,< ����� �� �� �6���$ ���)�� *�� ��� ��#����� ����! ��� �� '����#�� #��� ��� ���)�� �!
;4< ��� ������������ #��� �� � #��� �* ���6�� �++��0������� �"#�� �� ��� ���� �����9�#� $�������!
��� ���#� �� �#�� ����2 .��� #��$ �� $�����)� ��� ������ �* )�$��� �� ��� ����� ������2 ��� ������������
6������������ �������� �� ;=!= 5 &=& =>8 >,<2 #�3 $−2 ;��� ���� K%L<!
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�* �"#������ )��.��� �#������� ���#�� ���� ��� ���� *��� �� �"#������ )��.��� +������� "#��������2
���� ��� ������ �* #���� $�3��$ �� ����� �* )��� #���� ����$� �#������� *������ )��.��� #����2 ��$
�� ���$ �� )� � 
������� �	����! 
�� �0��+��2 ��� :������ ����6� T �* � +������� �* ���� m �����6
.��� � �+��$ v �� $�3��$ )� ��� �"#�����

T = (1/2) mv2

)#� ��� �� #��� �* :������ ����6� �� ��� B�#��2 $�3��$ )� ��� �"#�����

J = kg (m/s)2 = kg m2 s−2

.���� �� �� �� )� ����$ ���� ��� *����� ; H&< �� ������$! �� *��� ��� B�#��2 ���)�� E2 �� ���+�� �
�+����� ���� ��$ ���)�� *�� ��� +��$#�� �* #���� :6 �2 �−2!

��� ������������� ������ ;��< �� � �������� ������ �* #����! ��� �$�����6� �* � �������� ������
�* #���� �� ���� �* ��� ���#� �* ���� "#������ �� �#)����#��$ *�� ��� "#������ ���)�� �� ��� "#������
�"#�����2 ���� ��� #���� ��� )� �������$2 ������6 �� �"#����� )��.��� �#������� ���#�� .���� ��
�0����� ������� ;����#$��6 ��� �#������� *������< �� ��� ���6���� �"#����� )��.��� ��� "#��������!

���:��6 ���� ��� #���� ������ �� ���� .�� �� ��������� $�����)�$ �� ����:��6 ��� $��������� �* ���
�"#�����!

��� #�� �* � �������� ������ �* #���� �� ��� ���������! �� +�����#��� ��� #�� �* �#���+�� ��
�#)�#���+�� +��30�� $������� ��� ��������� �* ��� ��2 )#� �� ����������� �*��� ����������!
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��������� *#�$������� +������� ���������2 �� ����� .��� $�3��$ +������� "#��������2 ��� #��$ ��
���#6� ���� .��� #���� �� ������� �+������Q�$ 3��$� �* �������! 
�� �0��+��2 �� ��������� �� ��� )�
���� ���������� �� �0+���� ��� ���� �* � ���� �� ����� �* ��� ���� �* ��� �#�2 ��$ �� �0+���� ���
+����$ �* ��� +������ �� ����� ��)��� �� ����� �* ��� +����$ �* ��� �����N� ��)��2 ������ ���� �� #�� ��
#����! �� ������ ��$ �����#��� +������ �� �� ��������� ���� ���������� �� �0+���� ������ �� �����
�* ��� �������� ����2 me2 �� �� ����� �* ��� #��3�$ ������ ���� #���2  # W mu = m(12
/12)2 ��$
�� �0+���� ����6�� �� ����� �* ��� ���������� ����6� e2 ������ ���� �� #�� �� #����! ��� ������
*�� #���6 �#�� +������� "#�������� �� ���#6� ���� .��� #���� �� ���� ��� ���#�� �* ��� �0+���������
����#������� �� ����#������� �� ��� �+������Q�$ 3��$ ��� )� �#�� ���� ���#��� ��� ���#����� �)�����$
�� �#�� �����2 ��$ ��� ���� )� ��������$ �� �� #���� �� � ����� ���6�! D��� +������� "#��������
��� #��$ �� #���� �� ���� .�� ����� �������� �� ��� �� �#�� )� $��������$ )� �0+�������2 .���� ��
�#)B��� �� #����������2 ��$ ��� ���������� *����� ��� ����6� �� ��. ��$ ���� +������ �0+��������
��� $�����+�$! ������� ������ *�� #���6 �#�� #���� �� ���� #���������� �� ��� ���������� *����� ��
��� �� ��� )� 6������ ���� ��� #���������� �� ��� ����� �* ��� ����#������� �0+�����$ �� �����
�* ��� +������� �������� �� � #���! '��� ������� ��:� �� +��*���)�� �� +������ �0+��������� ���#���
.����#� ���������6 �� �� #����!

����� �#�� +������� "#�������� ���� ���� )��� ����6��Q�$ �� #���� )� ��� 
��� ��� ���
������������ ;�U<2 ��� $����� ;��< �� ��� #��3�$ ������ ���� #��� ;#<2 ��$ ��� ������������ #���
;#�<2 �����$ )���. K%L! ��� ������������ �� ��� +��$#�� �* � *#�$������� �������� ;��� ����������
����6�2 e< ��$ ��� �� #��� �* +�������� $�A������ ;��� ����2 U<! ��� $����� �� ������$ �� ��� ����
�* ��� ���)��9 & �#���$�2 ��$ �� ��#� � *#�$������� ��������! ��� ������������ #��� �� � ����
��)�������� $�3��$ �������� ���� �� ���������� �� �����������! ��.����2 ����� ��� ���� �����
+������� "#�������� �� *#�$������� ��������� ���� ��� ��������� #��$ �� ���� .�� �� ���#6� ����
.��� #����2 �� ���� �� �� ���$�� +����)�� �� ���� ���� ���!

��	��
�
  ��� �	���

"������	 �� ���� ��� ���� )�
�� �� �& �����  ����

����6� ������������ �U  �U W  !4=&  54 (85;(=<×10−19 E  
���� $�����2 ��2 #  �� W  !44= ,%8 58&;8%<×10−27 :6 &

#��3�$ ������ ���� #���
���6�� ������������ #��� #�  #� W  !(>, >58 5=4 > ;4<×1011 � %

; < ��� ������������ �� ��� :������ ����6� ��"#���$ )� �� �������� �� +�����6 ����#6� � +��������
)������ �*  U �� ���##�!
;&< ��� $����� ��$ ��� #��3�$ ������ ���� #��� ��� ����������� ����� *�� ��� ���� #���! ���
$����� ��� )� ���)���$ .��� ��� �� +��30�� �� �0+���� ��� ������ �* ���6� �����#��� �� :���$�����
;:��< �� ��6�$����� ;���<!
;%< ��� ���#� �* ��� ������������ #��� �� �� #���� �� $�3��$ �#�� ����2 .��� #��$ �� $�����)� ���
������ �* )�$��� �� ��� ����� ������2 ��� ������������ 6������������ �������� �� ;=!= 5 &=& =>8 >,<2

#�3 $−2! ��� ���#� �#�� )� �)�����$ *��� �0+�������2 ��$ �� �����*��� ��� :��.� �0����� ;��� ����
K%L<!

�'�'� �502�7 -)�5. F��G :.(( +,.0 �(75�0) !'� @' ���;

��� +�����#��� 6��#+ �* +������� ��������� ���� ��� #��$ �� ���#6� ���� .��� #���� $������ �+�����
�������! ����� ��� ��� ��9�����$ �����
 ����� ��$ ����� �� ����#������� �* ���������� .���*#�������
*�� ����� ��$ �����#���2 �!�! �� "#���#� ���������! ��� 3��� 3�� ������ #���� �� ��� ��)�� )���.
���� �+����� ����� ��$ ���)���! ���� *�#� �* ����� ��� ��$�+��$���P ��� ������ ��� )� $�����$ )�
�#���+�������� ��$ $������� �� ��� #�#�� .��2 ��$ ��� ��)�� ����#$�� � �#�)�� �* �0��+���! ���

>(



�������� )��.��� ��� 3�� ����$ ������ #���� ��� )� �0+�����$ )� ��� ��� �* ��� �"#������

Eh = �
2/mea

2
0 = e2/4�ε0a0 = mee

4/(4�ε0)2�2

��� �������� �* ������ #���� �� ��� ������+��$��6 �� #���� �������� ��� ���#�� �* ��� *#�$�������
+������� ���������2 ��$ �� �����*��� ��� �0���! ��� �#������� ���#�� �� ��� ��)�� ��� *��� ���

����� ���+������� K&%L ��$ )���$ �� ��� *#�$������� ��������� 6���� �� 
��+��� ,2 +!    ! ���
�#������� ���#��� �* ����#������� �� ����������� ��������� ��� *��"#����� "#���$ �� ������ #����2 ��
�� �#������� ���#�� �� ��� *��� !�	��
�
 "������	 $���$�$ )� �����
 ����2 �� ���� ��� ���$�� ���
��:� ��� ���������� #���6 ��� �#����� )��� ��������� �* ��� +������� ���������!
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�
�� �+������ �
�� me I "��%" �A* ��B&�C×�%−31 7�
��
��� �+�����
�� ��
��� e I ��#%* ��# &A�B&%C×�%−19 �

��
��� �+
��7 �����
�� � I ��%�& ��� #*AB��C×�%−34 . � �
B
��3+
� ������3�C �
�
���  � *�

+����� 1��� �
�
3� a0 I ��*"� ��* %A� "B�#C×�%−11 � �
������ )
����� ������ Eh I &���" �&� "&B**C×�%−18 . �
�
�� �/Eh I *�&�A AA& �*# �%�B�#C×�%−17 �
�'��� a0Eh/� I *��A� #"� *�& �B��C×�%6 � �−1 *
����� Eh/a0 I A�*�A �** %#B&�C×�%−8 ?
+
��
� ������3� �/a0 I ��""* A�� �#�B""C×�%−24 ? �
�+����
� �3����� eEh/� I #�#*� #�� #�B��C×�%−3 !
�+����
� J�+� Eh/ea0 I ���&* *%# �*B��C×�%11 K �−1

�+����
� �
'�+� ea0 I A�&�A ��* A�B*�C×�%−30 � �
������

�+����
� ;3
��3'�+� ea0
2 I &�&A# ��� %�B��C×�%−40 � �2

������
�+����
� '�+
�
9
 
+
�� e2a0

2/Eh I ��#&A ��� *�� #B�&C×�%−41 �2 �2 .−1

��� ��'��$'�+
�
9
 
+
�� e3a0
3/E2

h I ��*%# �#� ���BA�C×�%−53 �3 �3 .−2

*�� ��'��$'�+
�
9
 
+
�� e4a0
4/E3

h I #�*�� �A% "�B��C×�%−65 �4 �4 .−3

�
����
� L3G �/ea0
2 I *���% ��� �A*B�"C×�%5 �

����
��
�
����
� �
'�+� e�/me I ��A�& A%� A�%B&#C×�%−23 . �−1 �
������

�
����
9
 
+
�� e2a0
2/me I ��A"� %�# &��B*�C×�%−29 . �−2

; < � = h/2�; a0 = 4�ε0�2/mee
2; Eh = �

2/mea0
2.

;&< ��� �#������� ���#� �* ��� �+��$ �* ��6��2 .��� �0+�����$ �� ������ #����2 �� �"#�� �� ���
����+����� �* ��� 3��9���#��#�� �������� αP
cH;�# �* �+��$< W c�/a0Eh = α−1 =  %5!=%, >>> 45>;>(<!
;%< ��� ������ #��� �* ��6����� $�+��� ������ �� �.��� ��� '��� ��6�����2 μB!

�'�'� �9( (4-+5�0). 0/ 4-+)5-2 79(2�.5*1 (
@*(..(> �) 5(*2. 0/ *(>-7(> 4-+)5�5�(.
-.�)? +502�7 -)�5.

�� �� �#������� �� .���� ��� �"#������ �* "#���#� ��������� �� ����� �* ��$#��$ "#��������! ��#�
����6��� ��� �0+�����$ �� ��$#��$ ����6��� E∗2 $�������� �� ��$#��$ $�������� r∗2 ������ �� ��$#��$
������ m∗2 ����6�� �� ��$#��$ ����6�� Q∗2 ��$ ��6#��� ������� �� ��$#��$ ��6#��� ������� J∗2
.���� ��� ��$#��$ "#�������� ��� 6���� )� ��� �"#������

E∗ = E/Eh, r
∗ = r/a0, m

∗ = m/me, Q
∗ = Q/e, ��$ J∗ = J/� ; <

>,



��� ��$#��$ "#������ �� ���� ���� �� ��� $������������ ����� �* ��� ���#�� "#������ �� ���
������+��$��6 ������ #���! ��� �$�����6� �* �0+������6 ��� ��� �"#������ �� ����� �* ��$#��$
"#�������� �� ���� ��� �"#������ ��� ���+��3�$ ����� ��� ��� +������� ��������� $���++��� *���
��� �"#������ ;�����#6� ���� ���+��3������ �� �������$ �� ��� �0+���� �* �����6 ��� �$�����6� �*
$���������� ����:��62 ����� ��� ��$#��$ "#�������� ��� $������������<! 
�� �0��+�� ��� ����T$��6��
�"#����� *�� ��� ��$��6�� ����2 �0+�����$ �� ��� #�#�� +������� "#��������2 ��� ��� *���

−(�2/2me)∇∇∇ 2
r ψ(r, θ, φ) + V (r)ψ(r, θ, φ) = Eψ(r, θ, φ) ;&<

���� r2 θ2 ��$ φ ��� ��� ����$������ �* ��� ��������2 ��$ ��� �+������ ∇∇∇r �������� $����������
∂/∂r, ∂/∂θ, ��$ ∂/∂φ! ��.���� �� ����� �* ��$#��$ "#�������� ��� ������+��$��6 �"#����� ��� ���
*���

−(1/2)∇∇∇ 2
r∗ ψ(r∗, θ, φ) + V ∗(r∗)ψ(r∗, θ, φ) = E∗ψ(r∗, θ, φ) ;%<

.���� ∇∇∇r∗ �������� $���������� ∂/∂r∗, ∂/∂θ2 ��$ ∂/∂φ! ���� ��� )� ���.� )� �#)����#���6 ���
��$#��$ ;������$< "#�������� *�� ��� ���#�� ;#�������$< "#�������� �� �"#����� ;&< .���� ���$� ��
�"#����� ;%<!

�� ��� 3��$ �* "#���#� ��������� �� �� �#������� �� .���� ��� �"#������ �� ����� �* ��$#��$
;������$< "#��������2 �� ���� ��� "#�������� )����� $������������2 ��$ ��� *#�$������� ���������
�#�� �� e,me, �, Eh2 ��$ a0 $���++��� *��� ��� �"#������! �� �)�����$ �)��� ���� ���+��3������ ��
�������$ �� ��� �0+���� �* �����6 ��� +����)����� �* $���������� ����:��6! �� ���+��� ��� ���#��� �*
� �#������� ����#������ .��� �0+������� �� �� �* ��#��� ��������� �� �����*��� ��� ����#����$ ���#��
�* ��� ��$#��$ "#�������� )��: �� ��� ���#�� �* ��� ���#�� "#�������� #���6 �"#����� ; <!

	�*���#������ �� �� ���� �#������� ��� �� #�� ��� ���� ���� ��� )��� #��$ ����2 )#� ������$
�� #�� �0����� ��� ���� ���)�� *�� ��� $������������ ��$#��$ "#�������� ��$ ��� ���#�� "#��������!
���� ��:�� �� ��+����)�� �� .���� �"#������ �#�� �� ; <! ;�� �� �����6�#� �� ��� ���#����� ����
.�#�$ ����� �* .� .��� �� #�� �0����� ��� ���� ���)�� *�� h ��$ �2 .���� � = h/2�2 ��#� ��:��6
�� ��+����)�� �� .���� ��� �������� )��.��� h ��$ �!< ���� ��� +����+� )� �0�#��$ �� ��� 6��#�$�
���� �� )������ ��$��#� �� ����#$� � ���� �� ��� ���)�� *�� ����� +������� "#������ .��� .�����6 ���
�"#������ �� "#���#� ���������2 )#� �� �� ��+������ ���� ���$��� #�*������� .��� ��� 3��$ ���#�$
�����Q� .��� ��� )��� $���! �� �� ���� ��+������ �� �����Q� ��. ��� ���#�� �* "#�������� /�0+�����$
�� ������ #����12 �!�! ��� ���#�� �* ��$#��$ "#��������2 ��� )� ��������$ )��: �� ��� ���#�� �* ���
���6���� "#�������� �� �� #����!

�� �� ���� �#������� �� ��:� ���������� �#�� �� /�� ������ #���� e,me, �, Eh2 ��$ a0 ��� ���
�"#�� ��  12 .���� �� ��� � ������� ���������! ��� ������� ��������� .�#�$ )� ���� �� ������ #����
��� ���������� ����6� �� �"#�� ��  e2 ��� ���� �* �� �������� �� �"#�� ��  me2 ���! ��� $�A������
)��.��� �"#������ �#�� �� ;%<2 .���� ������� �� *#�$������� ���������2 ��$ ;&< .���� $� �������
*#�$������� ���������2 �������� ��� "#�������� ������ ���� ��� #����! �� ;%< ��� ��� "#�������� ���
$������������ ��$#��$ "#��������2 $�3��$ )� �"#������ ; <2 .������ �� ;&< ��� "#�������� ��� ���
#�#�� ;$���������$< +������� "#�������� .��� .���� .� ��� *������� �� ����� ����#��������!


������2 ���� �#����� ��:� �� #�� �* ��� ���)��� *�� ��� ������ #���� �����$ �� ��� ��)���
�)���2 )#� ������$ #�� ��� ���)�� /�!#!1 �� /�#1 *�� ��� ������ #����! ���� �#���� ���#�$ ��� )�
*����.�$! �� ���$� �� ���*#����2 B#�� �� �� .�#�$ �* .� .��� �� .���� /��1 �� � ���)�� *�� ����� ��
#���2 �� /
-�1 �� � ���)�� *�� ����� 
-� #���!

#$��!
�� 
�� ��� ��$��6�� �����#�� ��� �"#���)��#� )��$ ���6�� re2 ��$ ���
$����������� ����6� De2 ��� 6���� )�
re = 2.1 a0 ��� re = 2.1 �!#!
De = 0.16 Eh ��� De = 0.16 �!#!
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U��#�� �* $������������ +������� "#��������2 ���� +��+���� �����$ /"#�������� �* $�������� ���12 ���
�*��� �0+�����$ �� ����� �* �������������� �0����� $�3��$ ���#�� $�����$ )� �+����� ���)��� ��
�))����������2 �#�� �� d ;+������<! ����� ���)��� ��� ���� ������$ �� #����2 ��$ ��� #��$ �� �#��
�� ����#�������!

�'��'� 
*+75�0). :*(,+5��( �+,-(. 1�(,>. +)> (N7�()7�(.;


�������� �#�� �� �������� #����������2 ���#��9�*9�#)������ *������� x ;���� �����$ ���#�� *�������<2
���� *������� w2 ��$ ���#�� *������� ϕ ;��� ������� &! =2 +! (5 *�� ��� ����� "#��������<2 ��� ���������
�0+�����$ �� ����� �* ��� ���)��� �� ��� ��)�� )���.!

 ��� �	���
 )�
�� #$��!
�

+������ d  =−2 ��� �����+�� �)#�$���� �* ���)��9 % �0+�����$ �� ��
���#��9�*9�#)������ *������� �� x W  ! d!

+������� �  =−3 ��� ���� *������� �* .���� �� � ���+�� �� w W &!% �!

����� �#���+��� �* ��� #��� ��� ��� ��� +��� �* ��� �� ��$ ��� ��������$� ���� ����� ���)���
���#�$ ����� )� #��$! ���� ��� ���� *��"#����� #��$ �� #���� �* /�������������1 .����#� � �����
��$������� �* ��� ��+� �* *������� ��+���$2 �!6! ���#��9�*9�#)������ *�������2 ���� *������� ��
���#�� *�������! �� ����$ ��)�6#��� ���� ���#�$ )� #��$ ���� �� � �����0� .���� ��� ������6
�* ��� "#������ �� ����*#��� $�3��$! ���� ����2 ��� #�� �* �� �++��+����� �� #��� ����� ��� )�
+��*����$!

#$��!
�� ��� ���� *������� w W  !,× =−6 W  !, �6H:6!
��� ���#��9�*9�#)������ *������� x W %!5× =−2 W %!5 d �� x W %5 ����H���!
������ �)���+���� �+��������+� ���.� ��� �"#��#� ���#���� �� ������� � ����
������������� �* ���:�� ρ;��< W &!4 �6 $�−32 .���� �� �++��0������� �"#�������
�� � ���� *������� w;��< W &!4× =−6!

���� ��� ��+������� �* #���6 ��� ��������$�$ ���� ��$ ���)�� *�� ��� "#������ �� ���� �* ���
�)��� �0��+���! ���������� �#�� �� /��� ������������� �* ���:�� .�� &!4× =−61 ��� ��)�6#�#� ��$
���#�$ )� ����$�$!

��� ���� �0��+�� ���#������� ��� �++��0����� �"#�������� �* ρ/�6 $�−3 ��$ wH10−6 �� �"#��#�
���#����2 .���� *����.� *��� ��� *��� ���� ��� ���� $������ �* � $��#�� �"#��#� ���#���� �� ��.���
�++��0�������  != 6 ��−3! ���#�� ���#����� ��� �*��� ����#��$ �� ����)����$ �� � :��.� ����
������������� �� �6 $�−32 ��$ ���� #��� �� ���� �� )� +��*����$ �� #���6 ++� ;�� ����� ������+��$��6
�))����������2 .���� ��� ���6#�6� $�+��$���< �� �+���*� � ���� *�������!

�'��'� �(@*(7+5(> -.+?(

�$$��6 �0��� ��)��� �� d ��$ ������� ���)���2 �#�� �� d ;V/V < ;������6 d )� ���#��< ���#�$ )�
����$�$! 7#���*���6 ��)��� ��� )� �$$�$ �� ���)��� *�� +������� "#��������2 )#� ����� �� #����!

#$��!
� � ���� *������� w W =!, d2 )#� ��� =!, d ;m/m<!

��� ���)�� d ���#�$ ��� )� #��$ �� ���)������� .��� ����� #����! �� ��)�� ���$��6� ��$ �� ��)����6
��� �0�� �* 6��+�� ��� #�� �* d �� ��� $���������� �� �� )� ����$�$! �����#6� ��� .�#�$ .����
x;13
< W  ! d2 ��� ��������  == x �� �� )� +��*����$ �� xHd �� ��)��� ��$ 6��+�� ;��� *�� �0��+��
������� 4!%2 ���#�� ,2 +!  &&<!
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F (t) = A �−δt cosωt = A 9�[�(−δ+�ω)t]
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LF = ln(F/F0)� ��� LP = (1/2) ln(P/P0)
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�� ���� �* (P/P0) = (F/F0)2 ���� LP = LF ! ��� �)��� �"#������ ��� )� .������ �� ��� *���

LF = ln(F/F0) �+2 ��$ LP = (1/2) ln(P/P0) �+

��� )��2 '2 ��$ ��� ���� *��"#����� #��$ �#)�#���+�� ��� $���)��2 $'2 ��� #��$ .��� ��� 3��$ ��$
+�.�� ������ ��� ����#����$ #���6 $���$�� ��6������� �����$��6 �� ��� ���������

LP = �6(P/P0) ' = 10 �6(P/P0) $'

��$
LF = & �6(F/F0) ' = 20 �6(F/F0) $'

��� �������� )��.��� ��� )�� ��$ ��� ��+�� *����.� *��� ���+����6 ����� �"#������ .��� ���
+�����$��6 �"#������! D� �)����

LF = ��(F/F0) �+ = 2 �6(F/F0) ' = ln(10) �6(F/F0) �+

6����6
1 ' = 10 $' W (1/2) ln(10) �+ ≈  ! , &>% �+

�� +������� ��� )�� �� ���$�� ���� #��$! ���� ��� $���)�� �� #��$2 �� ��+������ ��� $���$�� ��6������2
+�����#����� �� ��� �����0� �* ���#�����2 ��$ �� ��)����6 ��� �������� �* +�.�� ��+��3���! ��#� ���
��������� LP = n $' ��+���� ����  = �6(P/P0) = n!

��� 6������ #�� �* �+����� #���� *�� ��6�������� "#�������� �� $���#���$ �� K % L! ��� "#��������
+�.�� ����� ��$ 3��$ �����2 ��$ ��� #���� )��2 $���)�� ��$ ��+��2 ��� 6���� �� ��� ��)�� ��$ �����
���� *����.!
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3��$ ����� LF = ln(F/F0) = ln(F/F0) �+ W & �6(F/F0) ' W &= �6(F/F0) $'  −%
+�.�� ����� LP = (1/2) ln(P/P0) = (1/2) ln(P/P0) �+ W �6(P/P0) ' W  = �6(P/P0) $' (−4

; < F0 �� � ��*������ 3��$ "#������2 .���� ���#�$ )� �+���3�$!
;&< �� ��� �����0� �* ���#����� ��� 3��$ ����� �� �����$ ��� ��#�$ +����#�� ����� ��$ 6���� ��� ���)��
Lp2 ��$ ��� ��*������ +����#�� p0 W &= ���!
;%< 
�� �0��+��2 .��� LF = 1 �+2 F/F0 W � ≈ &!5 8 &8 8!
;(< P0 �� � ��*������ +�.��2 .���� ���#�$ )� �+���3�$! ��� *�����  H& �� ����#$�$ �� ��� $�3������
�� ��:� LP =̂LF !
;,< �� ��� �����0� �* ���#����� ��� +�.�� ����� �� �����$ ��� ��#�$ +�.�� ����� ��$ 6���� ��� ���)��
LW 2 ��$ ��� ��*������ +�.�� P0 = 1 +D!
;4< 
�� �0��+��2 .��� LP = 1 ' W  = $'2 P/P0 = 10P ��$ .��� LP = 2 ' W &= $'2 P/P0 = 100P
���!
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5! U������ ��$ �������� ����� )� +�����$ �� )��$ ������ ��+�!

#$��!
�� *���� �2 �������� 3��$ �2 +������� ������ �

��$����� ������ ��+� �� #��$ �� $����� ��� ��6���#$� �* ��� ������+��$��6 ������!

#$��!
� r = |�|

������ "#�������� ��� )� +�����$ �� )��$ *��� ������ ����9����* ��+�!

#$��!
�� ��� 2 ���

U������ ��� ������������� )� ����������Q�$ )� �� ����.2
→
�2
→
� ��$ �����$9���: ������� )� �

$�#)�� ����.2 ��S, ��T !
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.�?). +)> .1230,.
�"#�� �� W
��� �"#�� �� �=
�$��������� �"#�� �� ≡
�"#�� )� $�3������ �� def= 2 :=
�++��0������� �"#�� �� ≈
����+��������� �"#�� �� �
������+��$� �� =̂
+��+�������� �� ∼,∝
���$� ��2 �++������� →
��3���� ∞
���� ���� <
6������ ���� >
���� ���� �� �"#�� �� �
6������ ���� �� �"#�� �� �
�#�� ���� ���� �
�#�� 6������ ���� 


0@(*+5�0).
+�#� Y
���#� −
+�#� �� ���#� ±
���#� �� +�#� ∓
a �#���+���$ )� b a b, ab, a · b, a× b  

a $���$�$ )� b a/b2 ab−12
a

b
&

��6���#$� �* a |a|
a �� ��� +�.�� n an

�"#��� ���� �* a2 ��$ �* a2 + b2
√
a2 a1/22 ��$

√
a2 + b22

(
a2 + b2

)1/2

n�� ���� �* a a1/n2 n
√
a

���� ���#� �* a 〈a〉2 a
��6� �* a ;�"#�� �� a/ |a| �* a �= 02 = �* a = 0 < �6� a
n *�������� n!
)�������� ���@�����2 n!/p!;n− p<! Cn

p 2
(n

p

)
�#� �* ai

∑
ai2

∑
i ai2

n∑
i=1

ai

+��$#�� �* ai
∏
ai2

∏
i ai2

n∏
i=1

ai

/-)75�0).
���� �* x ��� x
������ �* x ��� x
���6��� �* x ��� x
�����6��� �* x ��� x

; < D��� �#���+�������� �� ��$�����$ )� � $��2 ��� $�� ����� )� ���* ��6�? a · b!
;&< a : b �� �� .��� #��$ *�� /$���$�$ )�1! ��.����2 ���� ���)�� �� ������ #��$ �� �0+���� ������ �#��
�� ���6�� ������ �� ��+�!
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��� ���� �* x ������ x %
��� ������ �* x ������ x %
��� ���6��� �* x ������ x %
��� �����6��� �* x ������ x %
��+��)���� ���� �* x ���� x
��+��)���� ������ �* x ���� x
��+��)���� ���6��� �* x ���� x
��+��)���� �����6��� �* x ���� x
���� ��+��)���� ���� �* x ������ x %
���� ��+��)���� ������ �* x ������ x %
���� ��+��)���� ���6��� �* x ������ x %
���� ��+��)���� �����6��� �* x ������ x %
)��� �* ���#��� ��6������� �
�0+�������� �* x �0+ x2 �x

��6������ �� ��� )��� a �* x ��6a x (
���#��� ��6������ �* x �� x2 ��6e x (
��6������ �� ��� )���  = �* x �6 x2 ��610 x (
��6������ �� ��� )��� & �* x �) x2 ��62 x (
6������� ����6�� � x ��� x
����6�� +��� �* x ��� x
����6�� $������� ���;n/m<
������$�� �*��� ����6�� $������� n/m − ���;n/m<
����6� �� x Δx = x;3���< − x;�������<
��3��������� ��������� �* f �f
����� �* f(x) �� x ���$� �� a lim

x→a
f(x)

 �� $��������� �* f $fH$x2 f ′2 ;$H$x<f
&�$ $��������� �* f $2fH$x22 f ′′

n�� $��������� �* f $nfH$xn2 f (n)

+������ $��������� �* f ∂f/∂x2 ∂xf 2 �xf
����� $�A�������� �* f $f
���0��� $�A�������� �* f af ,
3��� $��������� �* x .���

.
x2 $xH$t

���+��� �� ����
����6��� �* f(x)

∫
f(x) $x2

∫
$xf(x)

J�����:�� $���� �ij W

{
1 �* i = j

0 �* i �= j

����9
����� ���)�� 	ijk W

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 �* ijk �� � ������ +���#������ �*  &%

	123 = 	231 = 	312 = 1
−1 �* ijk �� �� ���������� +���#������ �*  &%

	132 = 	321 = 	213 = −1
0 �����.���

����� $���� *#������ �(x)2
∫
f(x)�(x) $x = f(0)

;$�����)#����<

;%< ����� ��� ��� ������� �* ��� +����� *#������2 �!�! arcsinx �� ��� �+������ ������� �* sinx!
;(< 
�� +������� x!
;,< �������� #��$ �� ������$�������2 ��� ������� &!  2 ����  2 +! ,4!
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�(x) = 1 ��� x > 0� �(x) = 0 ��� x < 0�
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�� �(x) 4
∞∫
0

tx−1�−t�t

�(n+ 1) 4 �n�: ��� ��	
�
"� 
������	 n

���"����
�� �� �����
��	 f 
�� g f ∗ g =
+∞∫
−∞

f(x− x′)g(x′) �x′

������� �	�
���

	%�
�� ���� �� −1�
√−1 


��
� �
�� �� z = a+ i b �� z = a

�
�
�
�� �
�� �� z = a+ i b 0� z = b

������	 �� z = a+ i b� |z| = (a2 + b2
)1/2


�	����� "
��� �� z = a+ i b

������� �� z = a+ i b 
�� z; �
��
�� z� 4 b/a
������+ ���,��
�� �� z = a+ i b z∗ = a− i b
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��� ∇∇∇ = �x∂/∂x+ �y∂/∂y + �z∂/∂z
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��������� &==4 K&%L ;������ �� �����������������������������
���< ��$ *��� ��� &==4 ���+���9
���� �* ��� �������� ���� -��#+ K %%L ;������ �� ������������������<2 ��� ����� *�� $������! ���
����$��$ $�������� #���������� �� ��� ����� ��6��3���� $�6��� �� 6���� �� +����������!
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��6����� �������� μ0 (�× =−7 � �−1 ;$�3��$<  
�+��$ �* ��6�� �� ���##� c02 c &>> 5>& (,8 � �−1 ;$�3��$<
�������� �������� ε0 = 1/μ0c0

2 8!8,(  85 8 5!!! × =−12 
 �−1  2 &
�������������� ��+�$���� Z0 = μ0c0 %54!5%= % % (4 !!! Ω &

�* ���##�
�����: �������� h 4!4&4 =48 >4;%%<× =−34 E �

� = h/2�  !=,( ,5 4&8;,%<× =−34 E �
hc0  !>84 ((, ,= ;>><× =−25 E �


���� ��#+���6 �������� GF/(�c0)3  ! 44 %5; <× =−5 -�U−2 %
.��: ��0��6 ��6�� θW sin2 θW =!&&& ,,;,4< (2 ,
���������� ����6� e  !4=&  54 (85;(=<× =−19 

�������� ���� me >! => %8&  ,;(,<× =−31 :6
+����� ���� mp  !45& 4& 4%5;8%<× =−27 :6
��#���� ���� mn  !45( >&5 &  ;8(<× =−27 :6
������ ���� �������� mu W  #  !44= ,%8 58&;8%<× =−27 :6 4
���6�$�� �������� L, NA 4!=&&  ( 5>;%=<× =23 ���−1 5
'���Q���� �������� k2 kB  !%8= 4,= (;&(<× =−23 E J−1


���$�� �������� F = Le >!4(8 ,%% >>;&(<× =4 
 ���−1

����� 6�� �������� R 8!% ( (5&; ,< E J−1 ���−1

Q��� �* ��� 
����#� ����� &5%! , J ;$�3��$<
����� ���#�� �* �$��� 6��2 Vm &&!5 = >8 ;(=< $�3 ���−1

p W  == :��2 t W = ◦

����� ���#�� �* �$��� 6��2 &&!( % >>4;%>< $�3 ���−1

p W  = !%&, :��2 t W = ◦

����$��$ �����+����  = %&, �� ;$�3��$<
3��9���#��#�� �������� α W μ0e

2c0/2h 5!&>5 %,& ,%5 4;,=<× =−3

α−1  %5!=%, >>> 454;>(<
'��� ��$�#� a0 W (�ε0�2/mee

2 ,!&> 55& =8, >;%4<× =−11 �
������� ����6� Eh W �

2/mea0
2 (!%,> 5(% >(;&&<× =−18 E

��$)��6 �������� R∞ = Eh/2hc0 �!=>5 %5%  ,4 8,& 5;5%<× =7 �−1

'��� ��6����� μB = e�/2me >!&5( ==>  ,;&%<× =−24 E �−1

�������� ��6����� ������ μe −>!&8( 54% 55;&%<× =−24 E �−1

���$O g9*����� *�� ge = 2μe/μB −&!==& % > %=( %4& &; ,<
*��� ��������

�#����� ��6����� μN = e�/2mp ,!=,= 58% &(; %<× =−27 E �−1

; < � �−1 W � �−2 W � �2 
−2P 
 �−1 W 
2 E−1 �−1!
;&< ε0 ��$ Z0 ��� )� ����#����$ �0����� *��� ��� $�3��$ ���#�� �* μ0 ��$ c0!
;%< ��� ���#� �* ��� 
���� ��#+���6 �������� �� ��������$�$ )� ��� �������� ���� -��#+ K %%L!
;(< D��� ��� .��: ��0��6 ��6�� θW2 sin2 θW �� ��������� �����$ D���)��6 +��������! ����� ��� �
�#�)�� �* ������� $�A����6 �� ��� ������ #��$ �� $�������� sin2 θW ;��� 
��+���  = �� K %%L<! ���
���#� 6���� ���� *�� sin2 θW K&%L �� )���$ �� ��� ��9����� ������ .���� #��� sin2 θW = 1−(mW/mZ)22
.���� ��� "#�������� mW ��$ mZ ��� ��� ������ �* ��� D±9 ��$ S09)�����2 ���+��������!
;,< ��� �������� ���� -��#+ K %%L 6���� mW = 80.403(29) -�UHc022 mZ = 91.1876(21) -�UHc02

��$ ��������$� sin2 θW = =!&% &&; ,<2 )���$ �� ��� MS ������! ��� ������+��$��6 ���#� ��

   



�������	 �	���
 )�
��  ����

+����� ��6����� ������ μp  !( = 4=4 44&;%5<× =−26 E �−1

+����� 6�����6����� ����� γp = 4�μp/h &!45, &&& =>>;5=<× =8 �−1 �−1

�����$�$ +����� ��6����� μp
′/μB  !,&= >>%  &8; 5<× =−3

������ ;�2�2 �+����2 &, ◦
<
�����$�$ +����� 6�����6����� γp

′/2� (&!,54 %88  ; &< ��Q �−1

����� ;�2�2 �+����2 &, ◦
<
���*��9'���Q���� �������� σ = 2�5k4/15h3c0

2 ,!45= (==;(=<× =−8 D �−2 J−4

3��� ��$������ �������� c1 = 2�hc02 %!5( 55  8; ><× =−16 D �2

�����$ ��$������ �������� c2 = hc0/k  !(%8 55, &;&,<× =−2 � J
��.������ �������� G 4!45( &8;45<× =−11 �3 :6−1 �−2

�* 6����������
����$��$ ������������ gn >!8=4 4, � �−2 ;$�3��$<
�* 6������

;,< ;������#�$< ��� ��9����� ������ �� sin2 θW = =!&&% =4;%%<! ��� �A������ +�������� ���� $�+��$�
�� ��� ����6� ���6� �� ������#� �����*�� �����$���$!
;4< # �� ��� ;#��3�$< ������ ���� #��� ;��� ������� %!>2 +! >(<!
;5< ��� K %(L ��$ ����� +�+��� �� ��� ���� �+����� ���#� �* �����
���� �� ��� +������ ����#������
�* ��� ���6�$�� ��������!
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��� $��� 6���� �� ���� ��)�� ��� *��� ��� 
����� ��������$�$ ���#�� �* ��� *#�$������� +�������
��������� &==4 K&%L ;������ �� �����������������������������
���< ��$ *��� ��� &==4 ���+���9
���� �* ��� �������� ���� -��#+ ;��-< K %%L ;������ �� ������������������<2 ��� ����� *�� $������!
��� ����$��$ $�������� #���������� �� ��� ����� ��6��3���� $�6��� �� 6���� �� +����������!
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 ��� I z mH# mc20H��U  ����

+����� �  = = =
��#����� ��  H& = ≈ 0 ≈ 0  2 &
�������� �−  H& −1 ,!(8, 5>> =>( %;&%<× =−4 =!, = >>8 > =; %< %
�#�� �±  H& ±1 =!  % (&8 >&4 (;%=<  =,!4,8 %4> &;>(< &
+��� �± = ±1 =! (> 8%( 54;%5<  %>!,5=  8;%,< &
+��� �0 = = =! (( >=% %,;4(<  %(!>544;4< &
+����� +  H&   !==5 &54 (44 55; =< >%8!&5& = %;&%<
��#���� �  H& =  !==8 44( > , >5;(%< >%>!,4, %(4;&%<
$�#����� $   &!= % ,,% & & 5&(;58<  85,!4 & 5>%;(5<
������ �  H&  %!= , ,== 5 % (;&,< &8=8!>&= >=4;5=< (
������ �  H& & %!= ( >%& &(5 %;&4< &8=8!%> %8%;5=< (
�9+������� � = & (!== ,=4  5>  &5;4&< %5&5!%5>  =>;>%<
S9)���� S0  = > ! 854;& <×103 &2 ,
D9)���� D±  ±1 8=!(=%;&><×103 &2 ,

; < ��� ��#����� ��$ ������#����� ��� +����+� ���� � ����� ����2 m�̄e < 2 �UHc02 K %%L! ��
�$$����� �� ��� �������� ��#����� �e ��� 3�$� ���� � ��# ��#�����2 ��2 ��$ � ���� ��#�����2 �� ;��$
����� ����+�������� �̄<!
;&< ����� $��� ��� *��� ��� �������� ���� -��#+ K %%L!
;%< ��� �������� �� ��������� $�����$ )� � �� �� � �9+������� )� �−! ��� ���� +������� �+ ;+�������2
���� �+< ��� ��� ���� ���� �� ��� �������� �− )#� �++����� ����6� ��$ �++����� ��6����� ������!
;(< ������ �� ��� 3�+2 ��$ ������ ��� 3��2+ +�������!
;,< S0 ��$ D± ��� 6�#6� )����� K %%L!

�	���
 �������
 ������ ���� 
��� 1

 ��� μ/μN τH�  ����

+����� � =
��#����� �� ≈ 0 &2 4
�������� �− − !==  ,> 4,&  8   ;5(< 52 8
�#�� �+ 8!8>= ,>4 >8;&%< &! >5 =%;(<× =−6 &2 82 >
+��� �± = &!4=%%;,<× =−8 &
+��� �0 = 8!(;4<× =−17 &
+����� + &!5>& 8(5 %,4;&%< 82  =
��#���� � − !> % =(& 5%;(,< 88,!5;8< 8
$�#����� $ =!8,5 (%8 &%= 8;5&< 8
������ � &!>58 >4& ((8;%8< 82   
������ � −&! &5 (>5 5 8;&,< 82  &
�9+������� � =

1 ��� ��- K %%L 6���� ��� ���� ��*� ;τ< ���#��2 ��� ���� ������� &! &2 ���� 82 +! 4(!
;4< ��� �������� ���� -��#+ K %%L 6���� μ/μ� < 0.9× 10−10!
;5< ��� ���#� �* ��� ��6����� ������ �� 6���� �� '��� ��6������ μ/μ�2 μ� W e�/2m�!

  ,



�� ������� 	
��
�� ��� �
��
���� �
� ������ �� 	���
���� ��� ����� ������ �� �
�
� ������ ���
�������
�������� 
� ������������������� �
� ��
��� ����
� ���� ��
� ������	���� �� ������� � !� �� "�#
$ �%�

&���'�
(� 	�
�� �� � 	��
�
�� 	���
��� ��� �� �������� ��� �����
��� ��)�
����� ���*�� �� *�
������� �� 
��
�
���� ���
�
�� +
�
 �	��
�� ������

�������� 	��
����
�� ��+�−, -�� m�-�� . ����/ �0 0�0  ���1�×��−3 �
����
�� ��+�−, "�� m�"�� . ����� �// ��� �� �� �

�2���� ����
�����
�!� �
� �
�� �� �
� ������
� ������ 
� ������ +
�
 ���	��� �� �
� �
����
�� �� �
� �	
� �������
���������
��� �− ��� �+ 
��� �
� ���� ���� *�� �		��
�� �
���� ��� �		��
�� ������
� �������
���� �
� �

����� 	����� ������
� ������3 μp

′3 
� �
��� *� μp
′/μN .  �/� //0 0�!���� �4253

�	
���3  0 ◦6��
���� �
� 
��� �
��3 t1/23 �� �
� ��
��� 
� �*��� � �� � ���� 7���
��  �� 3 	� 1�� +
�
 � ������	���
��
���� �
��3 τ 3 �� �/�/ ��
�� � �

� 
� �
� �

����� 
��
�� ������
� ������3 μh

′3 �
��� �� μh
′/μN ����3 �	
���3  0 ◦6��

��1



��� ������	� ��
��
 ������� 
� ��� �������� ����

�� ������ �	 
�� �
��� ���������� �� �
���� �����
� ��� ���
���� ���������� ������� ��
���� ���� 
�� ��!�
�"� �
���� ���� �������!!	 ��!!�� �
���� #����
 ���$ � �% �� �!����
& '& ��� ��
��(��� %�� ��	 �����(�� ����!�) �
 �� 
�� �"����� ���� �% 
�� �
��� �� 
�� ����!� ��"���� �	 
��
���(�� �
���� ���� ���
1 �� �!
����
�"�!	 
�� ��!�� ���� �% �
� �
��� ��"���� �	 
�� ��!�� ����
����
��
 Mu = NAm� = 1 � ��!−1*

A��'� + m��'�,� + M�'�,Mu

-�� "����
���� �� ���
���� �������
��� �% ���	 �!����
� �� ����!�� �% ��.����
 ������ !���
 
��
��������� 
� #���� �� �
���� #����
 ��� �� ��"��) -�� �
������ �
���� #����
� ��"���� �������!!	
�	 
�� ����� ��� ����
 
� �� ���!����!� %�� �����! ��
����!�) -��� ����� 
��
 
� � ���� !�"�!
�% ���(����� 
�� �
���� #����
 �% �� �!����
 �� ��	 �����! ����!� #�!! �� #�
��� 
�� �����
���
	
!���
� �% 
�� 
���!�
�� "�!��) /	 0�����!1 �
 �� ����
 ���� 
��
 
�� ��
����! �� � ��������!	
������!� ������ �% 
�� �!����
 �� �
� ��������� �� �������� %�� �����
�	 ��� ������� ��� 
��
 �

��� ��
 ���� ���2��
 
� �����(���
 ����(��
��� �% ���
���� �������
��� #�
��� � ���!�����!!	 ����%
������ ���� ) -���& �% ������& �3�!���� ��
����!� �
����� 
�����!"�� %�� "��	 �����!��� ���
����
�������
���) 4�# �
�
��
���! �����!���� ��"� ���� %����!�
�� ��� ���� 
� ���"��� �����
���
��� ��
���
���� ���������� �� 
�� ���
���� �������
��� �% 
�� �!����
� ���� ���5 )

-��!� $)6 ��!�# !��
� 
�� �
���� #����
� �% 
�� �!����
� 677� ���� ��� 
�� 
��� �	���!
2S+1LJ %�� 
�� �
���� ������ �
�
� ��87 �� 
�� ����� �% 
�� �
���� ������) -�� �
���� #����
�
��"� ���� ����������� �	 
�� �
��� ���������� �� ���
���� ���������� ��� �
���� �����
�
������� �� 677� ���� ��� ���!	 
� �!����
� �� 
��	 �3��
 ��
���!!	 �� ���
�) �� �!��
����� "������
�% 
�� ����� -��!� �% 9
������ �
���� �����
� 677� ��� �� %���� �� 
�� ����� #�� ���� �

������������	

����
�
���	����	
��������) -�� !��
 ���!���� 
�� �����"�� ����� �% �!����
�
��7 ��� ��� �:� ��� ;�� ��8�&�86 ) -�� �	���! ;� ��� �!�� ���� ���� %�� 0���� ���1) <�� � ���
��	
�% ����������� �
���� #����
 "�!��� %��� �556 
� ����& ��� ��8� )

-�� �
���� #����
� �% ���	 �!����
� ������ �� 
�� ������ ��� 
���
���
 �% 
�� ��
����!�
���5 ) -�� ��
�� 
� 
��� 
��!� �3�!��� 
�� 
	��� �% "����
��� 
� �� �3���
�� %�� ����"����! �!����
�)
���� ���� #�
� ��� ������ 
� 
�� ��
�� 
�� "�!��� ��� ���������� ��!���!� 
� ± 
�� (���� ��"��
�� �����
����� ����� ���!����!� 
� 
�� !��
 ����
) <�� �!����
� #�
���
 � ������
����
�� 
�����
���!
���
���� �������
��� �� �
������ �
���� #����
 �� �����������) -�� �
���� ���� �% �
� ���

�
��!� ���
��� ��� �� %���� �� 9��
��� $)� ��!�#)

������ ������ ���	
� ���
�� �����
������ �
���� ���� ��������� ������ ����� ���� ������ ����

= � �	������ �)77� �8��� 2S1/2 �& �& �

=� 6 ��!��� 8)776 $76�6� 1S0 �& �
>� � !�
���� �$)�8��6� † 2S1/2 �& �& �

/� 8 ���	!!��� �)7�6 �56��� 1S0

/ � ����� �7)5����� 2Po
1/2 �& �& �

� $ ������ �6)7�7��5� 3P0 �& �
4 � ��
����� �8)77$��6� 4So

3/2 �& �

? 5 �3	��� ��)���8��� 3P2 �& �
< � @������ �5)��5 87� 6��� 2Po

3/2

4� �7 ���� 67)�����$� 1S0 �& �
4� �� ������ 66)�5� �$� 65�6� 2S1/2

A� �6 ��������� 68)�7�7�$� 1S0

1 4�
� 
��
 
�� �
���� ���� ����
��
 mu �� �B��! 
� 
�� :�!
��& :�& �� 
�� ���(�� �
���� ����
���
& �& ��� �� ��(��� �� 
���� �% 
�� ���� �% 
�� ������C�6 �
��* m� = 1 � + � :� = m�(12��,�6)

���



������ ������ ���	
� ���
�� �����
������ �
���� ���� ��������� ������ ����� ���� ������ ����

�! �� �!������� ��!������� 6$)�5� ��5 $�5� 2Po
1/2

9� �8 ��!���� 65)75����� 3P0 �
� �� ���������� �7)��� �$6�6� 4So

3/2

9 �$ ��!%�� �6)7$���� 3P2 �& �
�! �� ��!����� ��)8���6� 2Po

3/2 �& �& �

�� �5 ����� ��)�85��� 1S0 �& �
D �� ��
������ ��)7�5���� 2S1/2

�� 67 ��!���� 87)7�5�8� 1S0 �
9� 6� �������� 88)��� ��6�$� 2D3/2

-� 66 
�
����� 8�)5$���� 3F2

E 6� "������� �7)�8����� 4F3/2

�� 68 �������� ��)��$��$� 7S3

A� 6� ��������� �8)��5 78���� 6S5/2

<� 6$ ���� ��)58��6� 5D4

�� 6� ����!
 �5)��� ������ 4F9/2

4� 65 ���F�! �5)$��8�6� 3F4

�� 6� ������ $�)�8$��� 2S1/2 �

G� �7 H��� $�)87��8� 1S0

I� �� ��!!��� $�)�6���� 2Po
1/2

I� �6 ��������� �6)$8��� 3P0

�� �� ������� �8)�6� $7�6� 4So
3/2

9� �8 ��!����� �5)�$��� 3P2 �
/� �� ������� ��)�78��� 2Po

3/2

D� �$ F�	�
�� 5�)��5�6� 1S0 �& �
;� �� �������� 5�)8$�5��� 2S1/2 �

9� �5 �
���
��� 5�)$6��� 1S0 �& �
J �� 	

���� 55)�7� 5��6� 2D3/2

G� 87 H�������� ��)668�6� 3F2 �
4� 8� ������� �6)�7$ �5�6� 6D1/2

A� 86 ��!	������ ��)�8�6� 7S3 �
-� 8� 
�����
��� 6S5/2 �

;� 88 ��
������ �7�)7��6� 5F5 �
;� 8� ������� �76)�7� �7�6� 4F9/2

�� 8$ ��!!����� �7$)86��� 1S0 �
�� 8� ��!"�� �7�)5$56�6� 2S1/2 �

�� 85 ������� ��6)8���5� 1S0 �
�� 8� ������ ��8)5�5��� 2Po

1/2

9� �7 
�� ��5)��7��� 3P0 �
9� �� ��
����	 �6�)�$7��� 4So

3/2 �

-� �6 
�!!����� �6�)$7��� 3P2 �
� �� ������ �6$)�78 8���� 2Po

3/2

K� �8 3���� ���)6���$� 1S0 �& �
�� �� ������� �������� ��6)�7� 8�� ��6� 2S1/2

/� �$ ������ ���)�6���� 1S0

>� �� !��
����� ��5)�7� 8���� 2D3/2 �

�� �5 ������ �87)��$��� 1Go
4 �

��5



������ ������ ���	
� ���
�� �����
������ �
���� ���� ��������� ������ ����� ���� ������ ����

�� �� �������	���� �87)�7� $��6� 4Io9/2

4� $7 ����	���� �88)686��� 5I4 �
�� $� �����
���� 6Ho

5/2 �

9� $6 �������� ��7)�$�6� 7F0 �
'� $� �������� ���)�$8��� 8So

7/2 �

I� $8 ����!����� ���)6���� 9Do
2 �

-� $� 
������ ��5)�6� ���6� 6Ho
15/2

:	 $$ �	�������� �$6)�77��� 5I8 �
=� $� ��!���� �$8)��7 �6�6� 4Io15/2

'� $5 ������ �$�)6����� 3H6 �
-� $� 
��!��� �$5)��8 6��6� 2Fo

7/2

J� �7 	

������ ���)78��� 1S0 �
>� �� !�
�
��� ��8)�$���� 2D3/2 �

=% �6 ��%���� ��5)8��6� 3F2

-� �� 
��
�!�� �57)�8� 55�6� 4F3/2

� �8 
����
�� �5�)58��� 5D0

;� �� ������� �5$)67���� 6S5/2

?� �$ ������ ��7)6���� 5D4 �
�� �� ������� ��6)6����� 4F9/2

�
 �5 �!�
���� ���)758��� 3D3

�� �� ��!� ��$)�$$ �$��8� 2S1/2

=� 57 ������	 677)���6� 1S0

-! 5� 
��!!��� 678)�5���6� 2Po
1/2

�� 56 !��� 67�)6��� 3P0 �& �
/� 5� �����
� 675)�57 87��� 4So

3/2

�� 58 ��!����� 3P2 �
�
 5� ��
�
��� 2Po

3/2 �

;� 5$ ����� 1S0 �
<� 5� %������� 2S1/2 �

;� 55 ������ 1S0 �
�� 5� ��
����� 2D3/2 �

-� �7 
������ 6�6)7�5 7$�6� 3F2 �& G
�� �� ���
��
����� 6��)7�� 55�6� 4K11/2 G


 �6 ������� 6�5)765 ����� 5L6 �& �& G
4� �� ���
����� 6L11/2 �

�� �8 �!�
����� 7F0 �
�� �� ��������� 8So

7/2 �

�� �$ ������ 9Do
2 �

/F �� ���F�!��� 6Ho
15/2 �

�% �5 ��!�%������ 5I8 �
'� �� ����
������ 4Io15/2 �

<� �77 %������ 3H6 �
A� �7� �����!�"��� 2Fo

7/2 �

4� �76 ����!��� 1S0 �

���



������ ������ ���	
� ���
�� �����
������ �
���� ���� ��������� ������ ����� ���� ������ ����

>� �7� !�#������� �
;% �78 ��
���%������ �
:� �7� ������� �
9� �7$ ���������� �
/� �7� ������� �
=� �75 ������� �
A
 �7� ���
������ �
:� ��7 �����
��
��� �
;� ��� ����
������ �

† ���������!!	 �"��!��!� >� ��
����!� ��"� �
���� #����
� 
��
 ����� ��
#��� $)��� ��� $)��$L �%
� ���� ������
� "�!�� �� ��B�����& �
 ���
 �� ��
������� %�� 
�� �����(� ��
����!)
��� ���!�����! ��������� ��� F��#� �� #���� 
�� �!����
 ��� �� ���
���� �������
��� ��
����

�� !���
� %�� �����! ��
����!) -�� ��.������ ��
#��� 
�� �
���� #����
 �% 
�� �!����
 �� ����
��������� ��� 
��
 ��"�� �� 
�� 
��!� ��	 �3���� 
�� �
�
�� �����
���
	)
�������(�� ���
���� �������
���� ��	 �� %���� �� ���������!!	 �"��!��!� ��
����! ������� �
 ���
���� ���2��
�� 
� �� ������!���� �� ����"��
��
 ���
���� %���
����
���) 9���
��
��! ��"��
���� ��
�
���� #����
 �% 
�� �!����
 %��� 
��
 ��"�� �� 
�� 
��!� ��� �����)
��� ����� �� ���
���� �������
��� �% �����! 
�����
���! ��
����! ���"��
� � ���� ������� A��'� �����
��"��L 
�� 
���!�
�� A��'� "�!�� ��� �����
���
	 ����!� �� ���!����!� 
� �����! ��
����!)
��� ;������
�"� �!����
 #�
���
 �
��!� ���!��� 
��
 !��F� � ������
����
�� 
�����
���! ���
���� ���C
����
���) �� 
�� �
��� �������� -��!� �% 
�� '!����
� �� 
�� ������ ���F ��"��& � "�!�� �� ����F�
�
������
�� 
�� ���� ������ �% 
�� !�����
C!�"�� ���
��� �% 
�� �!����
 ���� �!�� 
�� 
��!� �% ���!���
������& 9��
��� $)��)
�G� �� �!����
 #�
���
 �
��!� ���!������& �3����
��� � ����� �% ������
����
�� 
�����
���! �������
����
�% !���C!�"�� ��������!������ ���� 
��
 � �������%�! �
���� #����
 ��� �� ��"��)

�67



#�� ���������� �� 
��
����

��� ��)�� �������� ��� *����.��6 +��+������ �* ���#����� ���#����6 ��$ ���� #����)�� �#���$��?

��+3��
� � 
� ��� 
���
� �3� �� B�3� �� �� '������C �� ��� �3�+
���

* (�� �+ �� ��� �+������

� � 
� ��� �
�� �3� �� �� ��� �3�+
��� ��� 
����
�7 ∗ ������� 
� 3���
 +� �3�+
�� B��� �+������
5
���3� �
�3�
++� ���3��
�� 
����'�� 
� 
� ��� ���� ��
 +� �3�+
��C 
�� ��� M �
�� 
 �3�+
��
�� �3N�
���+� +��� +
���
�� B���
��� ��
� �%5 ��
��C O�&&P �� ��
 +� ��� ������
�
�
�� �� 
��

����'
� 
 3��
����

& ��� 
���
� �
�� 
� �
��� 
� 3�
J�� 
���
� �
�� 3�
��� � 3 I ma(12�)/12, �������� 5
��
��� ��
��
�� ������ 
� '
��������� 
�� 
''+
�
 +� �� ��� +
�� �
�
�� ;3����� ��� �
�
 5���
�G��
���� ���� 
 ���� �G����
�� +
�� �� ��� ���*%%� 
���
� �
�� ��
+3
�
�� O�&�� �&#P�

� 	�'������
�
�� 
����'
� ���'��
�
��� 
�� �
��� 
� 
��3��$��$�3 ��
��� ��
��
��� B��+�
��
��
���C� � � �� ��� ������'���
�� 
���� 
� '�������� !�����
�� �� ��� �'
�
�� ��
�!E>!� ���� ��'������ ��� 
����'
� ���'��
�
�� �� ����
�
+� �� �
���

+� ���� ������+�
����3������ 
� ��� +
 ��
����� ���� �
� ���� ���������� ������'��� �� ��� ���� 
 3��
��
�
�3�
+ �
���

+ O��AP� >� �3��  � �������� ��
� ����� �
+3�� ���3+�  � 3��� �� ������
�� ���

���
�� '��'���
�� �� ����
�
+� �� �
���

+� �� 3��'��
J�� �
�3�
+ ��������

+ ��
�
�� ���3��
�� 
��3
+ �
�'+� �
�
�� ��� �G
�� ���'��
�
�� +
���� �
�  � 
�

+
 +�� ��� �
+3�� +
���� ����

�� ���� ��� *%%� �!E>! ���
�5 
� �
��� 
� ��+3�� " �� ���� O�&�P 
� ��'������
�
�� 
����'
�
���'��
�
��� ��
� ��������� 3��� ��� ������ ���� � ��
����� !""# O�&A� �&"P� ����� 
� 
�

�����
������ 
� ��
� �
 +�  ��
3�� ��+3�� & 3��� ��� ���� ������ �
�������*%%� O�&���&#P�
5����
� ��+3�� � 
�  
��� �� '���
�3� 
���
� �
���� O�&A� �&"P� E��� '���
�� 5��7 
� ��
 � 3�����
7��� �3�� 
� 
��������� �� 
��
�
�3
+ '��'���
��� �
�'+�� 5
�� ���� '���
��+�
7��5� 
����'
� 
 3��
���� B�3�� 
� +
���� 
� ��+3�� A �� ���� O�&�PC ���3+�  � � �

���
�� �3
�
 +� ��
�3������� ���3+�  � �
��� ��� 3�����

��
�� �
��� 
� '
��������� 
��

''+
�
 +� �� ��� +
�� �
�
�� ;3���� 
�� ����� ��� �
��� �� '�� 
 +� �
�

�
��� 
� ���
�
���

+� 
� 5�++ 
� �G'��
����
+ ������� 0�� 
��
�
��
+ �
�
 
��  
�7���3�� 
�����
�
�� ��
�
���� �� 
����'�$
 3��
��� �
�

�
��� 
� �
�3�
+ 
�� 
�����'����
� �
���

+� ��� O�&"���%P�

# � 
� ��� �3�+�
� �'
� ;3
��3� �3� ��� ! '+3� �
�� 
��
�
��� '��
�
�� '
�
�� 
�� 
 �
�3�
�
�� 
��
�
��� ���
�
�� '
�
��� �
��������� ������� 3�����

� �
+3��Q 
++ �
+3�� �
��  ���
�
7�� ���� ��� ������ ��
+3
�
�� O�&&P�

� ����� �
����
� ������ ��� �
G
�3� $ $���'����� �G'���
�
�� �
+3� �� ��� �
����
�
�
'�+� ������� �� 
� �3�+�
� �
������� 
� �
���� ��� '��
�
�� �� ���
�
�� �
�� 
�'+
�� ��
�
��� ��
���
�
�� �� ��� �
����
� �
'�+� 5
�� ���'��� �� ��� 
��3+
� ������3� ������'����
�� ��� ���
�
�� �� 
 '��
�
�� �� ���
�
�� ��
���� ���'���
��+�� ��� �
�
 5��� �G��
���� ����
��� ���'
+
�
��  � ?� .� (���� O���P� !� 
����
�7 ∗ 
��
�
��� ��
� ���� ��
� ��� �
+3� 
�
�
��� 
� ��� ��
�
�
+ ���'
+
�
��Q ∗∗ 
��
�
��� ��
� 
� �+��� �
+3� �G
��� 5
�� 
 �
���� ��
���
'���
�
��� ��� 
 ����� �� 
 '+3� �� �
�3� �
�� ��
�� ��
� ��� �
�� �
� ���  ��� ������
���
 � ��� �G'��
�������

A ����� ;3
��3'�+� ������� ��� �+����
� ;3
��3'�+� ������ 
��
 B��� (���
�� *���
����� �& 
�� �� �� '� *� 
�� *&C 
� �
��� 
� 3�
�� �� �;3
�� ������������
� ��2 = 10−30 �2� 
+���3�� ���� �� ��� �
 +�� ;3��� ���� 
�  
�� B C� �  I �%−28

�2 = 100 ��2� ��� '��
�
�� �
�� 
�'+
�� 
 '��+
�� �3�+�3�� ��� ���
�
�� �
�� 
� � +
��
�3�+�3�� ��� �
�
 
�� �
7�� ���� ?� .� (���� O���P� !� 
����
�7 ∗ 
��
�
��� ��
� ���� ��
�
��� �
+3� 
� �
��� 
� ��� ��
�
�
+ ���'
+
�
��Q ∗∗ 
��
�
��� ��
� 
� �+��� �
+3� �G
��� 5
�� 

�
���� ��
��� '���
�
��� ��� 
 ����� �� 
 '+3� �� �
�3� �
�� ��
�� ��
� ��� �
�� �
� ���
 ��� ������
���  � ��� �G'��
�������

 & 



�������� �
����� ��%����� &
�	�
����
������ ����' �����������' ����' ������' ������'

� ������ � ma/u �%% x � m/μN QH��2

� ) � ��%%� A*� %�* %�B�%C ""�"AA�B�%C �H*R R*��"* A&� �&B�C
B�C * *�%�& �%� ��� AB&C %�%���B�%C �R R%�A�� &�A **AB"C R%�*A#B*C∗
B�C �∗ ��%�# %&" *�� �B*�C �H*R R*�"�A "#* &&B&C

* )� � ��%�# %*" ��" �B*#C %�%%% ��&B�C �H*R −*��*� &"� �*B�C
& &�%%* #%� *�& ��B#C ""�""" A##B�C %R %

� <
 # #�%�� �** �"�B�#C ���"B&C �R R%�A** %&� �B#C∗ −%�%A*B*C∗
� ��%�# %%& ��BAC "*�&�B&C �H*− R��*�# &*�B*C∗ −&�%#BAC∗

& 1� " "�%�* �A* *B&C �%% �H*− −����� &�*B�C∗ R��*"B&C∗

� 1 �% �%�%�* "�� %B&C �"�"B�C �R R��A%% #&& �AB#C RA�&�B#C
�� ���%%" �%� &B&C A%��B�C �H*− R*�#AA #&A "B�%C R&�%�B�C

# � �* �* B � ��J�
�
��C "A�"�BAC %R %
�� ���%%� ��& A�� AB�%C ��%�BAC �H*− R%��%* &�� AB�&C
�&∗ �&�%%� *&� "A"B&C %R %

� ? �& �&�%%� %�& %%& AB#C ""�#�#B*%C �R R%�&%� �#� %%B#C R*�%%�B�%C∗
�� ���%%% �%A A"A *B�C %��#&B*%C �H*− −%�*A� �AA A&B�C

A 4 �# ���""& "�& #�" �#B�#C ""����B�#C %R %
�� �#�""" ��� �%B�*C %�%�AB�C �H*R −��A"� �"B"C −*���A∗
�A ���""" �#� %B�C %�*%�B�&C %R %

" 0 �" �A�""A &%� **B�C �%% �H*R R*�#*A A#ABAC

�% ?� *% �"�""* &&% ��� &B�"C "%�&AB�C %R %
*� *%�""� A&# #AB&C %�*�B�C �H*R −%�##� �"�B�C R�%��BAC
** *��""� �A� ��&B�"C "�*�B�C %R %

�� ?
 *� **�"A" �#" *A% "B*"C �%% �H*R R*�*�� #�� #B#C∗ R�%�&�B�%C∗

�* :� *& *��"A� %&� �%%B�&C �A�""B&C %R %
*� *&�"A� A�# "*B�C �%�%%B�C �H*R −%�A�� &�BAC R�"�"B*C∗
*# *��"A* �"* "*"B�%C ���%�B�C %R %

�� !+ *� *#�"A� ��A #�B�*C �%% �H*R R��#&� �%# "B�C R�&�##B�%C∗

�& (
 *A *��"�# "*# ��* �B�"C "*�**�B�"C %R %
*" *A�"�# &"& �%%B**C &�#A�BAC �H*R −%���� *"B�C
�% *"�"�� ��% ��B�C ��%"*B��C %R %

�� � �� �%�"�� �#� #�B*%C �%% �H*R R����� #%B�C

�# ( �* ���"�* %�� %%B��C "&�""B*#C %R %
�� �*�"�� &�A �#B��C %���B*C �H*R R%�#&� A*� *B�&C −#�&B�%C∗
�& ���"#� A## "%B�*C &�*�B*&C %R %
�# ���"#� %A% �#B*%C %�%�B�C %R %

�� �+ �� �&�"#A A�* #AB&C ����#B�%C �H*R R%�A*� A�& �B&C A��%B��C∗
�� �#�"#� "%* �"B�C *&�*&B�%C �H*R R%�#A& �*� #B&C −#�&&B�C∗

�A !� �# ���"#� �&� �%#B*"C %���#�B�%C %R %
�A ���"#* ��* &B&C %�%#�*B�C %R %
&% �"�"#* �A� �** �B*"C ""�#%%�B�%C %R %

�" 6 �" �A�"#� �%# #AB*%C "��*�A�B&&C �H*R R%��"� &�B�C∗∗ R��A�
&%M �"�"#� ""A &AB*�C %�%���B�C &− −��*"A �%%B�C −���B�C∗
&� &%�"#� A*� �#B*�C #���%*B&&C �H*R R%�*�& A�% �B*C∗∗ R����B�C∗

 &&



�������� �
����� ��%����� &
�	�
����
������ ����' �����������' ����' ������' ������'

� ������ � ma/u �%% x � m/μN QH��2

*% �
 &% �"�"#* �"% "AB**C "#�"&�B��#C %R %
&* &��"�A #�A %�B*�C %�#&�B*�C %R %
&� &*�"�A �## #B�C %����B�%C �H*− −����� #&�B�C∗ −���B�C∗∗
&& &��"�� &A� AB&C *�%A#B��%C %R %
&# &��"�� #"* #B*&C %�%%&B�C %R %
&AM &��"�* ��&B&C %��A�B*�C %R %

*� (� &� &&�"�� "�� "B"C �%% �H*− R&���# &A�B*C −���#B�C∗
** �
 &# &��"�* #�� #B"C A�*�B�C %R %

&� &#�"�� �#� �B"C ��&&B*C �H*− −%��AA &AB�C R�%�%B*%C∗
&A &��"&� "&# �B"C ����*B�C %R %
&" &A�"&� A�% %B"C ��&�B*C �H*− −���%& ��B�C *&��B��C∗
�% &"�"&& �"� *B"C ���AB*C %R %

*� K �%M &"�"&� ��A �B��C %�*�%B&C #R R���&� #AA "B�&C *��%B&%C∗
�� �%�"&� "�" �B��C ""���%B&C �H*− R���&A �%� �B*C −&��B�C∗

*& �� �% &"�"&# %&& *B��C &��&�B��C %R %
�* ���"&% �%� �BAC A���A"B�AC %R %
�� �*�"&% #&" &BAC "��%�B��C �H*− −%�&�& �&B�C −���%B�%C∗
�& ���"�A AA% &BAC *��#�B�C %R %

*� :� �� �&�"�A %&� �B�C �%% �H*− R��&#A ��� "%B"C R���%B�%C∗

*# 0� �& ���"�" #�% �B�C ��A&�B��C %R %
�# ���"�& "�� �B�C "����&B�#C %R %
�� �#�"�� �"& %B�C *���"B�%C �H*− R%�%"% #*� %%B"C∗
�A ���"�� *�� #BAC %�*A*B&C %R %

*� �� �" �A�"�� �"� %B�C �%% �H*− R&�#*�B"C R&��%B�%C∗

*A ?
 �A ���"�� �&* "B�C #A�%�#"BA"C %R %
#% �"�"�% �A# &B�C *#�**��B��C %R %
#� #%�"�� %�# %B�C ����""B#C �H*− −%���% %*B&C R�#�*B��C
#* #��"*A �&� �B#C ��#�&�B��C %R %
#& #��"*� "## %B�C %�"*�#B"C %R %

*" �3 #� #*�"*" �"� �B#C #"���B��C �H*− *�**� �&� #B�&C∗ −*���B&C∗
#� #&�"*� �A" �B�C �%�A�B��C �H*− *��A� #�B�"C∗ −�"��B&C

�% �� #& #��"*" �&* *B�C &A�*#AB�*�C %R %
## #��"*# %�� &B�%C *��"��B��C %R %
#� ##�"*� �*� �B�%C &��%*B*�C �H*− R%�A�� *%& "B��C∗ R���%B��C
#A #��"*& A&& *B�%C �"�%*&B�*�C %R %
�% #"�"*� ��" �B*�C %�#��B"C %R %

�� /
 #" #A�"*� ��� #B��C #%��%AB"C �H*− R*�%�# �"B�C R�#��%BAC∗
�� �%�"*& �%� �B��C �"�A"*B"C �H*− R*��#* *�B*C R�%�&%BAC∗

�* /� �% #"�"*& *&� &B��C *%��AB�AC %R %
�* ���"** %�� AB�AC *����B*#C %R %
�� �*�"*� &�A "B�AC ���#BAC "H*R −%�A�" &#� �B*C −���%B�%C
�& ���"*� ��� AB�AC �#��*B��C %R %
�#M ���"*� &%* #B�AC ��A�B�C %R %

�� !� �� �&�"*� �"# �B*%C �%% �H*− R��&�" &AB�C R�%�%B�%C∗∗

 &%



�������� �
����� ��%����� &
�	�
����
������ ����' �����������' ����' ������' ������'

� ������ � ma/u �%% x � m/μN QH��2

�& (� �& ���"** &�# &B�AC %�A"B&C %R %
�# ���"�" *�� #B�AC "���B*"C %R %
�� �#�"�" "�& %B�AC ��#�B�#C �H*− R%���� %&* *B#C∗
�A ���"�� �%" �B�AC *����B*AC %R %
A% �"�"�# �*� �B*�C &"�#�B&�C %R %
A*M A��"�# #"" &B**C A���B**C %R %

�� 1� �" �A�"�A ��� �B**C �%�#"B�C �H*− R*��%# &%%B&C ���AB�C∗∗
A� A%�"�# *"% #B*�C &"���B�C �H*− R*�*�% �#*B&C R*#�#B&C∗∗

�# 6� �A ���"*% �#& AB�*C %����B�C %R %
A% �"�"�# ��" %B�#C *�*A#B�%C %R %
A* A��"�� &A� #B�"C ����"�B��C %R %
A� A*�"�& ��#B�C ����%%B�"C "H*R −%�"�% ##"B�C R*��"B�C∗
A& A��"�� �%�B�C �#�"A�B��C %R %
A# A��"�% #�% ��B��C ���*�"B&�C %R %

�� 	 A� A&�"�� �A" ��AB�*C �*���B*C �H*− R����* "AB�%C∗∗ R*���B�C∗∗
A�M A#�"%" �A% �*�B��C *��A�B*C �H*− R*���� ��B�*C∗∗ R���&B�C∗

�A (� A& A��"�� &*�B�C %��#B�C %R %
A# A��"%" *#% *B�*C "�A#B�C %R %
A� A#�"%A A�� �B�*C ��%%B�C "H*R −��%"� #%� %B��C∗ R���%B*%C∗
AA A��"%� #�* �B�*C A*��AB�C %R %

�" S A" AA�"%� A&A �B*�C �%% �H*− −%���� &�� &B�C∗

&% �� "% A"�"%& �%& &B*�C ���&�B&%C %R %
"� "%�"%� #&� AB*�C ���**B�C �H*R −���%� #*B*C −���#B�C∗
"* "��"%� %&% AB*�C �����BAC %R %
"& "��"%# ��� *B*#C ����AB*AC %R %
"#M "��"%A *�� &B�%C *�A%B"C %R %

&� ? "� "*�"%# ��A �B*#C �%% "H*R R#���%�B�C −���%B*%C∗
&* :� "* "��"%# A��B&C �&���B��C %R %

"& "��"%� %AA �B*�C "�*�B�%C %R %
"� "&�"%� A&* �B*�C ���"%B"C �H*R −%�"�&*B�C −*�*B�C∗
"# "��"%& #�" �B*�C �#�#AB�C %R %
"� "#�"%# %*� �B*�C "��#B�C �H*R −%�"���B�C R*���B��C∗
"A "��"%� &%A *B*�C *&��"B*#C %R %
�%%M ""�"%� &��B#C "�#�B*%C %R %

&� �� "A∗ "��"%� *�#B&C B#CR

&& 	3 "# "��"%� �"ABAC ���&B�&C %R %
"A "��"%� *A�B�C ��A�B�C %R %
"" "A�"%� "�" �B**C �*��#B�&C �H*R −%�#&�B�C R��"B&C

�%% ""�"%& *�" �B**C �*�#%B�C %R %
�%� �%%�"%� �A* �B**C ���%#B*C �H*R −%���"B#C∗ R&#�%B*%C
�%* �%��"%& �&" �B**C �����B�&C %R %
�%& �%��"%� &��B�C �A�#*B*�C %R %

&� 	� �%� �%*�"%� �%&B�C �%% �H*− −%�AA&%B*C
&# �� �%* �%��"%� #%"B�C ��%*B�C %R %

�%& �%��"%& %�#B&C ����&BAC %R %
�%� �%&�"%� %A�B&C **���BAC �H*R −%�#&*B�C R#��%B�%C∗∗
�%# �%��"%� &A#B&C *����B�C %R %
�%A �%��"%� A"*B&C *#�&#B"C %R %
��% �%"�"%� ���B�*C ����*B"C %R %

 &(



�������� �	�
��
 �������� �	��
	��
�
������ ����� ������������ ����� ������� �������

� �����
 � ma/u ��� x � m/μN Q���2

�� �	 ��� ��
���
 ����
� 
�������� ���− −����� 
�� 

��
�∗
��� ������� �
���� ����
���� ���− −����� 
�� 
���∗

�� �� ��
 ��
���
 �
��
� ���
�
� �� �
��� ������� ����
� ������� �� �
��� ������� ��� ����� ��������� �� �
��� ������� ��� ����� ��������� ���� −��
�� ��
 ����∗
��� ������� �
� ����� ��������� �� �
���� ������� ��� ����� ��������� ���� −��
�� ��� ����
��� ������� �
� 
���� ��������� �� �
��
� ��
���� �

��� �������� �� �

�� �� ��� ������� �
���� �����
� ���� �
�
������ ���������
��
� ������� ����
� �
����
� ���� �
�
������ ������
��∗


� �� ��� ������� ����
� ������� �� �
��� ������� ������ ��

��� �� �
��
 ������� ������ ������� ���� −����� �����
��
 ��
���� ������ ���
���� �� �
��� ��
���� �
���� ��
���� ���� −����� �����
��� ������� 
����� �������� �� �
��� ������� ������ ��
���� ���� −����� �����
��� ������� ��� ����� ���
���� �� �
��� ������� ��� ����� ��
���� �� �
��� ������
 ��� ���
� 
����
� �� �


� �� ��� ������� ��
 ����� 
�����
� 
��� ����
����� −�
������∗∗
��� ������� ��� ����� ������
� ���� ���
������ −�����
��


� �� ��� ������� ������� ������� �� �
��� ������� ��� ���
� ��

���� �� �
���� ������� ��� ���
� ������� ���� −����
 ��� ����
��� ������� ��� ���
� �������� �� �
��
 ������� ��� ���
� ������
� ���� −����� �
� �����∗
��
 ��
���� ��� ���
� �������
� �� �
���� ������� �
� ����� �������� �� �
���� ������
 ��� ����� ������
�� �� �


� � ��� ��
���� ������ ��� 
��� ������ ����� ��������∗∗


� �� ��� ������
 ��� ����� ����
���� �� �
��
 ��
���� ������ ��������� �� �
��� ������� 
�� ���
� ��������� �� �
��� ������� ��� ���� �
����
���� ���� −����� ��
���
��� ������� 
�� ���� ���������� �� �
��� ������
 ��� ����� ����������� ���� ���
��
���∗∗ −�������∗
��� ������� �
� 
���� �
����
���� �� �
��� ������
 ��� 
��� �����
����� �� �
��
 ��
���� ������ ���
������ �� �



 �� ��� ������
 �
� ������� ��� ���� ���
�� ��
���∗∗ −���

���∗


 � ��� ������
 ������ ����
��� �� �

��� ������
 �
���� �������� �� �
��� ������� 
�� ���� ��������� �� �
��
 ������
 
�� 
��� 
�
������ ���� ����� 
�����∗ ��
�����∗
��
 ��
���� 
�
 ���� ���
����� �� �
��� ��
���
 ��� ��
� ���������� ���� ����� �����∗ ����
���∗
��� ������
 ��� ��
� ���
������ �� �

���



�������� �	�
��
 �������� �	��
	��
�
������ ����� ������������ ����� ������� �������

� �����
 � ma/u ��� x � m/μN Q���2


� ! ���� ������� ������ �������� 
� ������ 
�
��� ��
������∗
��� ������
 �
� ���
� ��������� ���� ������ ��
 
��� ���������


� �� ��
 ��
���� ������� ����
��� �� �
��� ������
 ������� ���
���� �� �
��� ������
 ��� ���
� ����
��
�� �� �
��� ������� ������ �������
�� �� �


� "# ��� ������� 

� ���
� ��� 
��� �����
��
� −����
�∗

� $� ��� ������� ��� ���
� �����
� �� �

��� ������� ��� ���
� ������� ���− −���

�
� −
�������∗
���� ������� ��� ���
� ������� �� �
��
 ������� 
�� 
��
� ������ ���− −��


��� −��������∗∗
��
 ��
���� ��
 ���
� ������� �� �
��� ������
 ������ 
����� �� �
�
�� ������� ������ 
�
��� �� �


� "� ��
∗ ������� ������ 
���


� �� ��� ������� ������ ������� �� �
���� ��
���� ��� ���
� ��������� ���− −��������∗∗ −�
�����∗
���� ������� ��� ���
� ��������� �� �
��� ������� ��� ���
� �������� ���− −��

������∗∗ ���
���∗
�
� ������� ��
 
��
� ������� �� �
�
� �
����� ��� ����� �
��
��
� �� �
�
� �
����� ��� ����� ����
���� �� �


� %& �
� �
����� �
� ���
� ������
� 
��� ��������
� ����∗∗
�
� �
����� ��� ���
� 
�����
� 
��� ���
������∗ ������∗


� '� �
�� �
����� ��� ����� ������� �� �
�
� �
����� �

 
���� ������� �� �
�

 �
����� 
�� ����� ��������� ���− −���
�����∗ �������
��∗
�

 �

���� ��� ����� �������� �� �
�
� �

���� �
� ����� �
�

��� ���− −�������
�∗ ���
���
��∗∗
�
� �
����� ��� ����� �������� �� �
�
� �
����� �
� ����� ����
���� �� �



 �� �
� �
����
 ��
 ����� ��� ���� ��������� ���������



 () �

 �

���� ������ ���

��� �� �
�
� �
����� ������ ����
��� �� �
�
� �
����
 ��� 
���� ��������� �� �
�
� �
����
 ��� ����� ���������� 
��� −��������∗ ���������∗∗
�
� �
����
 ��� ����� �
���
��
� �� �
�
� �
����� ��� ����� �����
���� 
��− ���
����� ��

������∗∗
�
� �
����� ��� ����� ����
��
�� �� �


� *+ �

 �
����� ��� ����� ��� ���− �������� �
�������∗∗


� %# �
� �
����� ������ ������
� �� �
�
� �
����� ������ ��
����� �� �
�

 �

���� ��� ����� ���
����
� �� �
�
� �

���� ��� ����� ����
���� ���� −��

� �
���� ��
������∗∗
�
� �
����� ��� ����� �
�������� �� �
��� �
����
 �
� ����� ��������
� �� �


� �� �
� �
����� ��� ����� ��� ���� −��������
�∗

���



�������� �	�
��
 �������� �	��
	��
�
������ ����� ������������ ����� ������� �������

� �����
 � ma/u ��� x � m/μN Q���2

�� ,� �
� �
����� ����
� ������� �� �
��� �
����� �
� ���
� ������
� �� �
��� ������
 ��
 ���
� ������
�� ���− ������ 
����∗
��� ������
 ��� 
��
� ������
�� �� �
��� ������� ��� ���
� �
������� 
��− −��
�����∗∗ ����������
��� ������� �
� ���
� ��������� �� �
��
 ��
���� 
�� ����� ����
���� �� �

�� !& ��
 ������� ��� ����� �������� ���� �����������∗∗ ����������∗
��
� ��
���� 
�
 ����� ��
���� �− ����
�����∗∗ �������
��∗

�� *� ���� ������� ��
��� ���
��� �� �
��
 ��
���� ��� 
���� 
��
��� �� �
��� ��
���� ��� ����� ���
���� ���− ������
�
� ����������∗
��� ������� 
�� ����� �������� �� �
��� ������
 ��
 ����� ���
���� ���� −��
������� ����������∗
��� ������
 

� ����� �
�����
� �� �

�� � ��� ������� �
� ����� �������� �−
��� ������� ��
 ����� ��������� ���� ������
��� ����������∗

�� - ��� ������
 ������ ������� �� �
��� ������� ��� ���� �
�
���
� �� �
��� �����
� ��� ���� �������� ���− ������ ��� �
���
��� �����
� ��� ���� ���
���� �� �
��
 ��
��
� �
� ����� ��������� �� �

�
 .� ��
 �����
� �

 ����� �������� 
��� ���������� ����������∗
���� ��
��

 �
� ���
� 
��
���� 
��� ���������� ����������∗

�
 /� ��� �����
� ��� ����� ������� �� �
��
� ��
��
� ��� ���
� ��
���� �� �
��� ��
��

 �
� 
��
� ���
��� ���− ����
� 

� ���
�∗
��� �����

 ��� ���
� �������� �� �
��� �����
� ��� 
��
� �
��
�
� ���− ���

� ������ ������
��∗∗
��� �����
� ��� ���
� �
��
��� �� �
��� �����
� ��� ����� ��������� �� �

�� �# ��� �����
� 
�� ����� ������� ���� ����
���
�∗ ����
���∗
��� �����
� ��
 ����� 
������ ���� ����
���
�∗ ��
�����∗

�� "0 ���� �����
� ����
� �������� �� �
��� �����
� ��� ����� �������� �� �
��� �����
� 
�� ���� ����
����� �� �
��
 �����
� ��� ���� ���������� ���− ���
�� 
��
�
��
 ��
��
� �
� 
��� �
�������� �� �
��� �����
� ������ ���
��

� �� �

�� �& ��� ��
��

 

� ��
� ��� ���� �����
 ��
���∗∗ �
�����
�∗∗

�� *	 ��
 ��
��

 ������ ���
��� �� �
��� �����

 �
� ���� �������� �� �
��� �����
� ��� ���� �
������� ���− ���
�
 ��
 
���
��� �����
� ��
 ���� ��������� �� �
��� ������� ��� ��
� �������� ���− −��

� ��
 �����∗ ���������∗
��� ������� 
�� ��
� ����
��
� �� �
��� ������� ��� ���� 
�����
� �� �

�� �1 ��� ������� ��� ����� ���
���� ���� ���
�� �
� ������∗
��
 ������� ��� 
���� �������� ���� ���
�� ��� 
�����

�� "� ��� ������� ��� 
���� ������ �� �
��
 ��
���� �

 ����� ������� �� �
��� ��
���
 ��
 ����� ������� ���− ���
�� 
�����∗
��� ������
 

� ����� 
������ �� �

���



�������� �
����� ��%����� &
�	�
����
������ ����' �����������' ����' ������' ������'

� ������ � ma/u �%% x � m/μN QH��2

A� 1
 *%"M *%A�"A% �"A �B�#C �%% "H*− R&���%�B�C∗ −���#B��C∗
A& �� *%"∗ *%A�"A* &�% &B*%C �H*−
A� !� *�%∗ *%"�"A� �&ABAC B�CR

A# 	� ***∗ ***�%�� ��� �B*�C %R %

A� 0� **�∗ **��%�" ��� "B*#C �H*B−C R����B*C R����%B�%C

AA 	
 **#∗ **#�%*� &%" AB*�C %R %

A" !� **�∗ **��%*� ��* �B*#C �H*− R���B�C R��%�%B*%%C

"% �� *�*M *�*�%�A %�� �B*�C �%% %R %

"� �
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*��M *���%&� "*" "B*%C %��*%&B#C �H*− −%��AB�C∗ &"��#B#C∗
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"� ?' *��∗ *���%&A ��� &B*%C �H*R R���&B&C∗ R�A#�#B#C

"& �3 *&&∗ *&&�%#& *%&B�C %R
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�%� <� *#*∗ *#*��%" #�B**C

�%& 	� *#�∗ *#���%A ��B�C
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	���� �* ��� �� ��� ��������$�$ *�� #�� ����#6��#� ������� ��$ ��������6�! ��.����2 ���� ���9
���������Q�$ #���� ��� �� #��2 ��$ �� � *�. ����� ���� ��� ��:��� �� ������ �� *�� ���� �����! ��������2
��� +#)�����$ �������#�� �* ������� ��:�� .�$��+���$ #�� �* ���9�� #����! �� �� ��#� �*��� ��������� ��
������� ��� ���#�� �* +������� "#�������� )��.��� �� #���� ��$ ����� #����! ���� ���+��� �� ��������$
.��� *����������6 ���� +������2 �� .��� �� ��� ���������� �* #���� �� 6������!

������� 5! 2 +!  % 6���� �0��+��� ���#�������6 ��� #�� �* "#������ ����#�#� *�� ���������6 ��� �#9
������� ���#�� �* +������� "#�������� �0+�����$ �� $�A����� #����! ��� ��)�� �� ������� 5!&2 +!  %, �����
� ������� �* ���9���������Q�$ #���� #��$ �� ���������2 .��� ��� ���������� *������ �� ��� ������+��$9
��6 �� #����! �����*�������� *������ *�� ����6� ��$ ����6�9������$ #���� ;��+������2 .����#�)��2
*��"#����2 ���+����#�� ��$ ����� ����6�<2 ��$ *�� +����#�� #����2 ��� ���� +�������$ �� ��)��� ��
��� )��: �* ���� ���#��!

���� �* ��� $�@�#����� �� ���������6 #���� )��.��� $�A����� ������� ��� ���������$ ������ .���
��� ���������6����� #����2 �� .��� ������ #���� ��$ ����� �������� �� ��� ���������6����� #����! ��
�������� 5!% ��$ 5!(2 +!  (% ��$  (4 ��� ��������� ��������6 ���������6����� ��$ ������ #���� ���
$�����+�$ �� 6������ $����� �� +����$� � )��:6��#�$ *�� ��� ���������� *������ +�������$ �� ��� ��)��
�� ������� 5!&2 +!  %,!

 &>



 %=
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7#������ ����#�#� �� � ������ �* ��6�)�� �� .���� ���)��� ��� ������������ #��$ �� ��+������ +�������
"#�������� ��$ ��� ����� �#������� ���#�� �0+�����$ �� ������� #����! ��#� .� ��.��� ��:� ��� ���#��
�* +������� "#�������� �� )� ��� +��$#�� �* � �#������� ���#� ��$ � #��� ;��� �������  ! 2 +! %<2
��$ .� ����+#���� ��� ���)��� *�� +������� "#��������2 �#������� ���#��2 ��$ #���� )� ��� ��$�����
�#��� �* ��6�)�� ;��� *������� 12 )���.<! ���� ������ �� ��������$�$ *�� 6������ #�� �� ������� ��$
��������6�! 7#������ ����#�#� ��� +�����#��� �$�����6�� �� *����������6 ��� +��)���� �* ���������6
)��.��� $�A����� #���� ��$ $�A����� ������� �* #����! ������� ��+������ �$�����6� �* "#������
����#�#� �� ���� �"#������ )��.��� "#�������� ��� ��$�+��$��� �* ��� ������ �* #����2 ��$ �#�� ��.���
�����*� ��� �#�� ���� ��� $��������� �#�� )� ��� ���� *�� ���� ���� �� ������ ��$� �* ��� �"#�� ��6�!
����� �$�����6�� ��� ���#������$ �� ��� �0��+��� )���.2 .���� ��� �#������� ���#�� ��� �++��0�����!

#$��!
�  ! ��� .������6�� λ �* ��� �* ��� �����. ����� �* ��$�#� �� 6���� )�

λ ≈ 5.896× 10−7 �, �� λH� ≈ 5.896× 10−7

��� \�6���T� �� $�3��$ )� ��� �"#����� ;��� ������� 5!&2 /���6��12 +!  %,<

1 [ W [ ?W  =−10 �2 �� �H[ ?W  =10

�#)����#���6 �� ��� 3��� �"#����� 6���� ��� ���#� �* λ �� \�6���T�

λH[ W ;λH�< ;�H[< ≈ ;,!8>4 ×  =−7< ; =10< W ,8>4

��
λ ≈ 5896 [

#$��!
� &! ��� ��+�� +����#�� �* .���� �� &= ◦
 �� �����$�$ �� )�

p;�2�2 &= ◦
< ≈  5!, ����

��� ����2 ��� )��2 ��$ ��� �����+���� ��� 6���� )� ��� �"#������ ;��� ������� 5!&2 /+����#��12 +!  %8<

 ���� ≈  %%!% ��
 )�� ?W  =5 ��
 ��� ?W  = %&, ��

��#�
p;�2�2 &= ◦
< ≈  5!, ×  %%!% �� ≈ &!%% :�� W

;&!%% ×  =3H =5< )�� W &%!% �)�� W
;&!%% ×  =3H = %&,< ��� ≈ &!%= ×  =−2 ���

#$��!
� %! �+��������+�� ����#������� ���. ���� *�� ��� ��������� ��$����2 
�22 ��� ã 1�1

�0����$ ����� ���� �� � ��+������ ;.����#�)��< % ,4 ��−1 �)��� ��� ]̃ 3'1 6��#�$ �����

ν̃(�̃− ]̃) = T0(�̃)− T0(]̃) ≈ 3156 ��−1

��� �0�������� ����6� *��� ��� 6��#�$ ���+��� ����� �� ��� �0����$ ���6��� ����� �� ��#�

ΔE = hc0ν̃ ≈ ;4!4&4 ×  =−34 E �< ;&!>>8 ×  =8 � �−1< ;% ,4 ��−1< ≈
4!&4> ×  =−22 E � ��−1 =
4!&4> ×  =−20 E W 4!&4> ×  =−2 �E

1 � ���� �++��+����� ���� *�� /"#������ ����#�#�1 ��6�� )� /��6�)�� �* "#��������12 )���#�� ���
+�����+��� �* ��6�)�� ������ ���� ����#�#� ;�� ��� ����� �* $�A�������� ��$ ����6��� ����#�#�< ���
�������$!

 % 



.���� ��� ���#�� �* � ��$ c0 ��� ��:�� *��� ��� *#�$������� +������� ��������� �� 
��+��� ,2 +!    
��$ .� ���� #��$ ��� ��������  � W  == ��2 ��  �  ��−1 W  ==! ����� ��� ������������ �� 6����
)� ��� �"#����� ;������� 5!&2 /����6�12 +!  %5<  �U ≈  !4=&&× =−19 E2 ��  �E ≈ ; H=! 4= &&< �U2

ΔE ≈ (
6.269× 10−2/=! 4= &&

)
�U ≈ =!%> % �U

��������� ��� ������� �� 6���� )� Eh = �
2/mea0

2 ≈ (!%,>5 �E2 ��  �E ≈ ; H(!%,>5<Eh ;�������
%!>! 2 +! >(<2 ��$ ��#� ��� �0�������� ����6� �� 6���� �� ������ #���� )�

ΔE ≈ (
6.269× 10−2/4.3597

)
Eh ≈ 1.4379× 10−2Eh


������ ��� ����� �0�������� ����6� �� 6���� )�

ΔEm = LΔE ≈ (6.022× 1023 ���−1)(6.269× 10−2 �E) ≈ 37.75 :E ���−1

����2 �����  :��� ?W (! 8( :E2 ��  :E ?W ; H(! 8(< :���2

ΔEm ≈ ;%5!5,H(! 8(< :��� ���−1 ≈ >!=&% :��� ���−1

�� ��� �����*�������� *��� ΔE �� ΔEm ��� ���@����� L �� ��� � �#�)��2 )#� ��� � $��������
$�A����� *��� ���! ���� �� ���� �0��+�� ��� ��������� �����*�������� ���@����� ��#�$ ���� )���
��:�� $������� *��� ��� ��)�� �� ��� )��: �* ���� ���#��!

#$��!
� (! ��� ����� ���$#�������2 �2 �* �� ����������� �� $�3��$ )� ��� �"#�����

� = κ/c

.���� κ �� ��� ���$#������� �* ��� ����������� ���#���� ���#� ��� ���$#������� �* ��� +#�� ���9
���� ��$ c �� ��� ����������� �������������! 
��$#��������� �* ������������ ��� #�#���� �0+�����$
�� � ��−1 ��$ �������������� �� ��� $�−3P *�� �0��+�� κ;J
�< ≈ 5!%> ×  =−5 � ��−1 *��
c;J
�< ≈ =!=== ,== ��� $�−3! ��� ����� ���$#������� ��� ���� )� ����#����$ �� *����.�

� ≈ (7.39× 10−5 � ��−1<H;=!=== ,== ��� $�−3< ≈
=! (58 � ���−1 ��−1 $�3 W  (5!8 � ���−1 ��2

�����  $�3 W  === ��3! ��� �)��� �������� ��� +�����#��� �*��� )���2 ��$ ��������� ����� ��2
.������ �� ��� ���9��������$�$ *���

� = 1000 κ/c

��.����2 �� ���� *��� ��� ���)��� �� ��� ��+������ +������� "#��������2 )#� ��� ������
�
 ��
���
�* +������� "#�������� �0+�����$ �� ������� #����! �+���3�����2 ��� ���� �"#����� �� ��#� ���� �* �
�� ��� �#������� ���#� �* ��� ����� ���$#������� �� � ���−1 ��22 κ �� ��� �#������� ���#� �* ���
���$#������� �� � ��−12 ��$ c �� ��� �#������� ���#� �* ��� ������������� �� ��� $�−3! ���� *���
$��� ��� *����. ��� �#��� �* "#������ ����#�#�2 ��$ ���#�$ )� ����$�$! ��� �"#����� � = κ/c2 ��
.���� ��� ���)��� ��+������ +������� "#��������2 �� ��#� �� ��� #����! �* �� �� $�����$ �� .���� ���
�������� )��.��� �#������� ���#�� �� ���#�$ )� .������ �� ��� *���

�/;� ���−1 ��2< W
1000 κ/(� ��−1)
c/(��� $�−3)

 %&



#$��!
� ,! � ���#���� �* =! &, ��� �* ���#�� ' �� m) ≈ 953 6 �* ������� � ��� � �������� b� 6����
)� ;��� ���� *������� 22 )���.<

b� = n�/m) ≈ (0.125/953) ��� 6−1 ≈ =! % ��� :6−1

��� ���#��9�*9�#)������ *������� �* ���#�� �� �++��0������� 6���� )�

x� = n�/ (n) + n�) ≈ n�/nS = b�M)

.���� �� �� ���#��$ ���� n� � n)!
�* ��� ������� �� .���� .��� ����� ����  8!= , 6 ���−12 ����

x� ≈
(
0.131 ��� :6−1

) (
18.015 6 ���−1

) ≈ 2.36 6H:6 W =!==& %4

����� �"#������ ��� ��������� "#���$ �� ��� $�+������$ *��� bB W  ===nBHMS2 ��$
x� ≈ b�M)/1000! ��.����2 ���� �� ��� � ������� #�� �* "#������ ����#�#� )���#�� �� ���� *���
��� ���)��� $����� ��� ������
�
 ��
��� �* ��� +������� "#�������� �� +�����#��� #����P �+���3�����
�� �� ���#��$ ���� b�,m) ��$ M) $����� �#������� ���#�� �� ��� :6−12 62 ��$ 6 ���−1 ���+��������!
� ������� .�� �* .�����6 ��� �����$ �"#����� .�#�$2 *�� �0��+��2 )�

x� = (b�H��� :6−1)(M)/6 ���−1)/1000

#$��!
� 4! 
�� +�����6����� ��������� ��� ��6����� �#���+��)����� ��� )� ����#��$ �0+������9
����� ��$ #��$ �� 6��� ��*�������� �� ��� �����#��� ��6����� $�+��� ������2 ��$ ����� �� ���
���������� ���#��#�� �* ��� �����#��� �� ��� ��������! ��� +�����6����� ������)#���� �� ��� �����
��6����� �#���+��)����� �* � ��������2 χm2 �� ������$ �� ��� �����#��� ��6����� $�+��� ������ m
)� ��� 
#��� ��������

χm = χVm = μ0NAm
2/3kT

�� ��� ��$�� ���9���������Q�$ ��#2 ��#2 ��$ -�#����� ������� ;��� ������� 5!%2 +!  (%<2 ���� �"#�����
)������

χ (ir)
m = χ(ir)Vm = NAm

2/3kT

������6 *�� m2 ��$ �0+������6 ��� ���#�� �� ����� �* ��� '��� ��6����� μB2 �� ��� ��7;��<

m/μ� = (3k/μ0NA)1/2 μ−1
� (χmT )1/2

��$ �� ��� ���9���������Q�$ ��# ��$ -�#����� �������

m/μ� = (3k/NA)1/2 μ−1
�

(
χ (ir)

m T
)1/2


������2 #���6 ��� ���#�� �* ��� *#�$������� +������� ��������� μ�, k, μ02 ��$ NA 6���� �� 
��+���
,2 +!    2 .� �)����

m/μ� ≈ 0.7977
[
χm/

(
��3 ���−1

)]1/2 [T/J]1/2 ≈ 2.828
[
χ (ir)

m /
(
��3 ���−1

)]1/2
[T/J]1/2

����� �0+�������� ��� ���������� *�� +�������� ����#�������! ��� 3��� ���#�� ��� *��"#����� )���
�0+�����$ �� ��� ��� ��������$�$ *���

m/μ� ≈ 2.828 (χmT )1/2

.���� �� �� ���#��$2 �������� �� ��� ����������� �* "#������ ����#�#�2 ���� χm ��$ T $����� ���
������
�
 ��
��� �* ��� ����� �#���+��)����� ��$ ��� ���+����#�� �� ��� #���� ��3 ���−1 ��$ J2
���+��������2 ��$ .���� �� �� ���� ���#��$ ;)#� ������ �����$< ���� ��� �#���+��)����� �� $�3��$ #���6
��� ���������6����� �"#������ $�3��$ .����� ���9���������Q�$ ������� ;��� ������� 5!%2 +!  (%<!

2 D� #�� b� )���#�� �* ��� +����)�� ���*#���� �* �������� .��� #���6 mB �� $����� ��������2 ��$
mS �� $����� ��� ���� �* �! ��.����2 ��� ���)�� mB �� *��"#����� #��$ �� $����� �������� ;���
������� &! =2 ����  (2 +! (8<!

 %%



#$��!
� 5! ��� ��# �� -�#����� #��� �* ��� �������� ����6� ��
√

erg cm! �������������2 ��� *���:���
;
�< �� #��$ �� ��+������

√
erg cm ;��� ������� 5!%2 +!  (%<! ��� $�3������ �* ��� *���:��� ������

���� �.� +��������2 ���� �����6 �� �������� ����6� �* ��� *���:��� ��$ ��+�����$ )� � $������� �*
��� ����������2 ��+�� ���� ����� .��� � *���� �* ��� $��! �� ��$�� �� �)���� � ���������� *����� ��
��� �� #��� ��#���)2 ��� ���$� �� ��: .��� ����6�� +��$#�� ��� ���� *���� �� �� #���� �� ��� ����
$�������! ��� ��� ��#�

1 dyn = 1 cm g s−2 = 10−5 N =
1

4�ε0
Q2

(10−2 m)2

�� *����.� ;��� ������� 5!%2 +!  (%< ����

Q2 = 4�ε0 × 10−9 Nm2 = μ0ε0 × 10−2 A2 m2 = c −2
0 × 10−2 A2 m2

��$ ��#�

Q =
1

10 c0
Am =

10
ζ

C

.���� ζ �� ��� �0��� �#�)�� ζ = c0/(cm s−1) = 29 979 245 800 ;��� �������� 5!& ��$ 5!%2 +!  %, ��$
 (%<! ��#�  
� W  H(2.997 924 58× 109) 
!

#$��!
� 8! ��� ��# �� -�#����� #��� �* ��� �������� 3��$ �����6�� ��
√

erg cm cm−2 ��2 �������������2
Fr cm−2! ���+�� ��������� �* ��� �)��� ��������$ �������� )��.��� ��� *���:��� ��$ ��� ��#���)
.�#�$ ����$  
� ��−2 W ; =5Hζ< 
 �−2! ��.����2 
 �−2 �� ��� ��� #��� �* ��� �������� 3��$
�����6�� �� ��� ��! �� ��$�� �� �)���� ��� ���������� *����� *�� ��� �������� 3��$ �����6�� �� ��� ��2
��� ��� �� ���

1
Fr

cm2
=

1
4�ε0

× 105

ζ

C
m2


��� �0��+�� 5 ��� ��� 4�ε0 × 10−9 Nm2 = (10/ζ)2 C22 ��#�

105 C
4�ε0ζm2

= ζ × 10−6 N
C

��� �����#$�� ����  
� ��−2 W ζ × 10−6 U �−1!

#$��!
� >! ��� ��# �� -�#����� #��� �* ��� +�����Q�)����� �� ��3? �� � ������ �* ����6�� .���
+�����Q�)�����  ��32 � 3��$ �*  
�H��2 +��$#��� � $�+��� ������ �*  
� �� ;��� ������� 5!%2
+!  (%<! ��� ������+��$��6 ���#� �* ���� +�����Q�)����� �� ��� �� �� �)�����$ �� *����.�?

1 cm3 =
p

E
=

(10/ζ) C 10−2 m
ζ 10−6 V m−1

= ζ−2 105 m2 CV−1

��� ��� ��#�  ��3 = (105/ζ2) m2 C2 J−12 *��� ��� $�3������ �* ��� ����! ���� �"#����� �����
�����6�2 �� � 3��� ��6��! �� $��� ��� 6��� � 6������ �������� )��.��� � ���#�� �*  ��3 ��$ �����
#���� �� ��� ��! ������ �� ������ ���� � +�����Q�)����� ���� ��� ��� ���#�  ��3 �� ��� ��# �� -�#�����
������ ��� ��� ���#� (105/ζ2) m2 C2 J−1 �� ��� ��!

 %(



%�� ��
������
 �	�
�� ��� �
���

��� ��)�� )���. 6���� ���������� *������ *��� � ������� �* #���� �� ��� ������+��$��6 �� #���!
�0��+��� �* ��� #�� �* ���� ��)�� ���� �����$� )��� 6���� �� ��� +����$��6 �������! 
�� ����
+������� "#������ ��� ���� �� 6����2 *����.�$ )� ��� ��������$�$ ���)��;�<! ���� ��� �� #��� ��
6����2 *����.�$ )� ��� ��#2 ��#2 -�#����� #���2 ������ #��� ;�#<2 ��$ ����� #���� �� ������ #��2
.��� ����� ���������� *������ �� �� ��$ ����� #����! ��� �������� ζ .���� ���#�� �� ���� �* ���
���������6����� ���������� *������ �� ��� �0��� �#�)�� &> >5> &(, 8== W c0H;�� �−1<!

��� ����#���� �* ���9�� #���� �� ���� ��)�� ���#�$ ��� )� ��:�� �� ��+�� ���� ����� #�� �� �� )�
����#��6�$! D��� ���� �0��+�����2 �� #���� ��� ��.��� �� )� +��*����$ �� ���9�� #����! ��.����2
����� ���� �* ��� #���� )���. ��� �� )� *�#�$ �� ��� �������3� �������#��2 �� �� ���������� �� ��)#����
����� �������� �� ��� ��!


�� ����������� #���� �� ��� ��#2 ��# ��$ -�#����� ������� ��� "#���$ �� ����� �* ��� *�#�
$��������� 
������ ����� ����� ��$ �
�
���
 
������ )� ����#$��6 ��� *���:��� ;
�< �� ��� �������������
#��� �* ����6� ��$ ��� )��� ;'�< �� ��� ���������6����� #��� �* �#�����! ���� 6���� ���� +�������
"#������ ��� ���� $��������� �� ��� �������2 �� ���� ��� ���������� *������ ��� �#�)���! ��� *������
(�ε0 = kes

−1 ��$ ��� 
� ��� )� ���������$ )� .�����6 
� W ��61/2 ��1/2 W ��3/2 61/2 �−12 ��$
kes = 1 
�−2 ��6 �� W  2 �� ������� ��# �0+�������� �� ����� �* ����� )��� #���� ;��� ������� 5!%2
+!  (%<! ��� ���)�� 
� ���#�$ )� ��6��$�$ �� � ���)�� *�� ��� ������������� #��� �* ����6�! ���������2
��� *����� μ0/4� = kem ��$ ��� '� ��� )� ���������$ )� #���6 '� W $��1/2 W ��1/2 61/2 �−12 ��$
kem = dyn Bi−2 = 12 �� ������� ��# �0+�������� �� ����� �* ��� ����� )��� #����!

��� ��)�� �#�� )� ���$ �� ��� *����.��6 .��2 *�� �0��+�� *�� ��� *����2 �� � #��� �* ���6��?
* W 10−15 � ����� ���� ��� ���)�� * �* � ���6��  %! * ��� )� ��+����$ )� 10−15 �2 �����6
���� ��� ���6�� ��� ��� ���#� 13.1 × 10−15 �! � ���� $�@�#�� �0��+�� �������� *�� �������� ���
+�����Q�)����� α! D��� α ��  5!8 ��3 �� ��� -�#����� ������2 �� �� (17.8 × 105/ζ2) m2 C2 J−1 ≈
3.53 × 10−9 m2 C2 J−1 �� ��� ��! ���� ��2 ��� ���)�� ��3 ��� )� ��+����$ )� ��� �0+�������
(105/ζ2) m2 C2 J−1 �� �)���� ��� ���#� �* ��� +�����Q�)����� �� ��� �� ;��� ���� ��� �0��+�� > ��
������� 5! 2 +!  %(<! 
��������� *������ ��� ������ 6���� �0����� ;.��� ��� W ��6� �� #��$P �* �� ��
� $�3������2 ��� ��6� ?W �� #��$<2 �� ���� ��� 6���� �� ��� �++��0������� ���� ��� ������+��$��6
+������� ��������� ��� :��.� ;.��� ��� ��6� ≈ �� #��$<! �� ��� ������ ���� ��� ��6���#$� �* ���
#���������� �� ��.��� ���� ���� , �� ��� ���� $�6�� "#���$2 �* ��� #���������� �� ��� �0+������� ��$�����$!

 ��� �	���
 #$!������ �� �& �����  ����


������ 

����� ;�� #���< �
���������� ;
-� #���< �� W  =−2 �
)��� ;�#< a0 W (�ε0�2/mee

2 ≈ ,!&> 55& =8, >;%4<× =−11 �
\�6���T� [ W  =−10 �
������ � W  �� W  =−6 �
����������� �� W  �� W  =−9 �
0 #��� ] ≈  !==&× =−13 �
*���� * W  *� W  =−15 �
���� �� W &!,(× =−2 �
*��� *� W  & �� W =!%=(8 �
���$ �$ W % *� W =!> (( �
���� �� W  54= �$ W  4=>!%(( �
��#����� ���� W  8,& �

 %,



 ��� �	���
 #$!������ �� �& �����  ����


������ 
;������#�$<
������������ #��� #� ≈  !(>, >58 5=4 > ;4<× =11 �
+����� +� ≈ %!=8, 458× =16 �
��6�� ���� �!�! ≈ >!(4= 5%=× =15 �  
��6�� �����$ W &>> 5>& (,8 �

����� �
�"#��� ����� ;�� #���< �2

)��� ) W  =−28 �2

���� ≈ (=(4!8,4 �2

��� � W  == �2

������� �� W  =4 �2

��
���� )
�#)�� ����� ;�� #���< �3

����� �2 � W  $�3 W  =−3 �3 &
���)$� λ W  =−6 $�3 KW  ��L
)����� ;	�< W  ,8!>85% $�3

6����� ;	�< 6�� ;	�< W %!58, ( & $�3

6����� ;	J< 6�� ;	J< W (!,(4 =>& $�3

!
��� ���
�� α
��$��� ;�� #���< ��$
$�6��� ◦2 $�6 W (�/180) ��$ ≈ ; H,5!&>, 58< ��$
���#�� ′ W ;�H = 8==< ��$ KW ; H4=<◦L
�����$ ′′ W ;�H4(8 ===< ��$ KW ; H%4==<◦L
6�� 6�� W (�/200) ��$ ≈ ; H4%!44 >8< ��$

����� �
:���6��� ;�� #���< :6
6��� ;
-� #���< 6 W  =−3 :6
�������� ���� ;�#< me ≈ >! => %8&  ,;(,<× =−31 :6
$�����2 ��2 # ?W ma;12
<H & ≈  !44= ,%8 58&;8%<× =−27 :6

#��3�$ ������ ���� #���
6���� γ W  �6
�����2 ;������ �����< � W  �6 W  =3 :6
+�#�$ ;�����$#+���< �) W =!(,% ,>& %5 :6
+�#�$2 ;������ +�#�$< W =!, :6
�#��� ;�����$#+���< �Q W &8!%(> ,& 6
�#��� ;����< �Q ;����< W % ! =% (54 8 6
6���� 6� W 4(!5>8 > �6

; < ���� ���#� ��*��� �� ��� E#���� ���� ; � W %4,!&, $2  $ W 84 (== �< K ,&L! �!�! �� ��� � ���)��
�����$��6 �� ��� �����0 �#��� �* �������  !%2 +! ,2 )#� �� �� �*��� #��$ �))���������!
;&< ��� ��$ ��
 ���� #�� ��� ��.�� ���� � *�� ��� �����!

 %4



 ��� �	���
 #$!������ �� �& �����  ����

���� �
�����$ ;�� #���2 
-� #���< �
�# �* ���� �/Eh ≈ &!( 8 88( %&4 ,=,; 4<× =−17 �
���#�� ��� W 4= �
��#� � W %4== �
$�� $ W &( � W 84 (== � %
���� � ≈ % ,,4 >,& � (
���$)��6 �� W  =−13 �

�

�
�������� �
�� #��� � �−2

����$��$ ������������ �* gn W >!8=4 4, � �−2

*��� *���
6�� ;
-� #���< -�� W  =−2 � �−2

���
�� 4
��.��� ;�� #���< � W  :6 � �−2 ,
$��� ;
-� #���< $�� W  6 �� �−2 W  =−5 �
�# �* *���� Eh/a0 ≈ 8!&%8 5&& =4;( <× =−8 �
:���6���9*����2 :���+��$ :6* W :+ W >!8=4 4, �

�����	� #� �
B�#�� ;�� #���< E W  :6 �2 �−2

��6 ;
-� #���< ��6 W  6 ��2 �−2 W  =−7 E
������� ;�#< Eh W �

2/mea0
2 ≈ (!%,> 5(% >(;&&<× =−18 E

��$)��6 �� W Eh/2 ≈ &! 5> 85 >5;  <× =−18 E
������������ �U W e·1 U ≈  !4=&  54 (85;(=<× =−19 E
�������2 �������������� ���	� W 4.184 E
�������2 ������������� ���*� W (! 848 E
 , ◦
 ������� ���15 ≈ (! 8,, E
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��+��� ,2 +!    <!
���� 6��������2 *����.��6 �$��� �#�����$ �� K ,%L ��$ K ,(L2 ��� )���� �"#������ *�� ��� �������������
��$ ���������6����� *����� ��� )� .������ ��

��� = k��
Q1Q2�

r3

$2��� =
k��
k2

I1$�1 × (I2$�2 × �)
r3

.���� ��� ����� ��������� kes2 kem ��$ k �����*� � ���� 6������ ��0.��� ��������

k2 · kes/kem = c 2
0

��� �����$#����� �* ����� ��������� �� ��������� �� ��$�� �� $�����)� ���������� ��� ������ �* #����
��$ �"#������ ���� ��� �� ������ #�� �� ���������6����� ������! ����� ���2 �� �$$����� �� ��� ��2
��� ��# ;������������� #���< ������2 ��� ��# ;���������6����� #���< ������2 ��� -�#����� ������2
��$ ��� ������ �* ������ #����! ��� ��������� k2 kes2 ��$ kem ���� �������������� ��� ���#�� 6����
�� ��� *����.��6 ��)��!

 (%



�& ��� ��� *������� �����
 �����  ����

k    ζ �� �−1   
kes 1/4�ε0  ζ2 ��2 �−2   &
kem μ0/4� (1/ζ2) �2 ��−2   α2 %2 (

; < ζ �� ��� �0��� �#�)�� ζ = c0/(cm s−1) W &> >5> &(, 8==2 ��� +!  %,!
;&< 1/4�ε0 W ζ2 × 10−11 � �−2 �2 �−2

;%< μ0/4� W 10−7 � �−2

;(< α �� ��� 3��9���#��#�� �������� .��� α−1 =  %5!=%, >>> 45>;>(< ;��� 
��+��� ,2 +!    <!

���� ��)�� ��� )� #��$ ��6����� .��� ������� 5!(2 +!  (4 �� �����*��� �0+�������� ��������6 �������9
��6����� "#�������� )��.��� ������� �������! ��� ���� ����2 +�����#����� �� ��� -�#����� ������2
k = c0! ���� 6#��������2 ��6����� .��� ��� 6������ �������� �* ��0.��� �"#������ 6���� �� �������
5!(2 ���� ��� �+��$ �* ��6�� �� ���##� ����� �#� �� )� c0 �� ��� -�#����� ������! �0��+��� �*
�����*��������� )��.��� ��� �� ��$ ��� -�#����� ������ ��� ���� 6���� �� ������� 5!(!

�>>�5�0)+, *(2+*8.

:�; �9( (.- .1.5(2

�� ��� ��# ������2 ��� )��� #���� ��� ��� ���������� ;��<2 6��� ;6<2 ��$ �����$ ;�< *�� ���6��2 ����
��$ ����2 ���+��������! ��� *���:���2 ���)�� 
� ;��� *������� 12 )���.< *�� ��� ������������� #��� �*
����6� ��� )� �����$#��$ ������������� �� � *�#��� )��� #���! �.� +�������� .��� �������� ����6��
�* ��� *���:���2 ��� ���������� �+��� �� � ���##�2 ��+�� ���� ����� .��� � *���� �*  $�� W  ��
6 �−2! 
��� ���� $�3������2 ��� �)����� ��� ��������  
� W ; =Hζ< 
 ;��� �0��+�� 52 ������� 5! 2
+!  %(<! ����� kes W  2 *��� ��� 6������ $�3������ �* ��� ������������� *���� 6���� �)���2 ��� �"#�����

� W ��61/2 ��1/2 �� ��#� �� ��� ��# ������2 .���� ��61/2 ��1/2 �� ��� ��# �* ����6�! �� ���� )��:
��� *���:��� �� ��#� #��$ *�� ����������� �� � ���� *�� ��� ��# �* ����6�!

:��; �9( (2- .1.5(2

�� ��� ��# ������2 ��� )��� #���� ��� ��� ���������� ;��<2 6��� ;6<2 ��$ �����$ ;�< *�� ���6��2 ����
��$ ����! ��� )��� ;���)�� '�< *�� ��� ���������6����� #��� �* �������� �#����� ��� )� �����$#��$
������������� �� � *�#��� )��� #���! �.� ���6 .���� ��+�����$ )� ��� ���������� .��� �������� �#������
�* ��� )��� ���� C�. �� ��� ���� $��������2 ��+�� ���� ����� �� � ���##� .��� � ������ *���� ;*����
+�� ���6��< �*  $��H��! 
��� ���� $�3������ ��� �)����� ��� ��������  '� W  = �! ����� kem W
 2 *��� ��� 6������ $�3������ �* ��� ���������6����� *���� 6���� �)���2 ��� �"#����� '� W $��1/2 ��
��#� �� ��� ��# ������2 .���� $��1/2 �� ��� ��# �* �������� �#�����! ��� )��� ��� 6�������� )���
#��$ �� � ���+��� �0+������� *�� ��� ��# �* �������� �#�����!

:���; �9( #+-..�+) .1.5(2

�� ��� -�#����� ������2 ��� ��# ��$ ��# ������� ��� ��0�$! 
��� ��� �������� �* ��� *���:��� ��$
��� )��� �� ��� �� #���� ��� ���$��� �)�����

1 '� = ζ 
� �−1

����� k�� = 1 ��$ k�� = 12 ��� ���#� �* ��� �������� k �� $��������$ �� )� c0 )� ��� ���� 6������
��0.��� �������� 6���� �)���! �� ��������� �)�#� ���������� ������ k �� ��������� ��� ��  2 .����
������+��$� �� � �����*�������� �* ��� ���� �0�� *��� � ����$����� t �� � ����$����� x = c0t!

1 ��� ���� /*���:���12 ���)�� 
�2 *�� ��� ��# �* ����6� .�� �#66����$ )� -#66������ K ,,L2 �����#6�
�� ��� ��� )��� .�$��� �$�+��$! ��� ���� /������#���)1 ��� ���� )��� #��$ *�� ��� ��# �* ����6�!

 ((



:��; �9( +502�7 -)�5. .1.5(2

�� ��� ������ �* ������ #���� K&&L ;��� ���� ������� %!>! 2 +! >(<2 ����6�� ��� 6���� �� #���� �*
��� ���������� ����6� e2 �#������ �� #���� �* eEh/�2 .���� Eh �� ��� ������� ��$ � �� ��� �����:
�������� $���$�$ )� &�2 ���6��� ��� 6���� �� #���� �* ��� )���2 a02 ��� �������� 3��$ �����6�� �� 6����
�� #���� �* Eh/ea02 ��� ��6����� C#0 $������ �� #���� �* �/ea0

2! 
��������� *������ *��� �����
��$ ����� ������ #���� �� ��� �� ��� ����#$�$ �� �������� %!>! ��$ 5!&2 +! >( ��$  %,! ��#�2 �����
�������������� k = 12 �� *����.� ���� k�� = 1 �� ���� ������ ;��� *������� 2< ��$ k�� = α2 ;���
*������� 3<!

:�; �0)<*+5�0)+,�M(> 4-+)5�5�(.

��� �#������� �������� (� �� �����$#��$ ���� ��� $�3������� �* ε0 ��$ μ0 )���#�� �* ��� �+�������
�������� �������$ �� ��� �"#������ $�3���6 �es ��$ $2�em �)���P �� ���� .�� ��� �++������� ��
����$�$ �� ����� �"#������2 �!�!2 �� ��� ��0.��� �"#������! D��� *������ �* (� ��� �����$#��$ �� ����
.��2 �� �� ��� ��2 ��� �"#������ ��� ���� �����$ /���������Q�$1!


#���������2 �� �� #�#�� �� ����#$� ��� *����� (� �� ��� *����.��6 "#��������2 .��� ���������6 ���
���������6����� �"#����� *��� ��� �� ������ �� ��� ��#2 ��#2 -�#����� ��$ ������ #���� ������?

D(ir) = 4�D
H(ir) = 4�H
χ (ir)

e = χe/4�
χ(ir) = χ/4�

.���� ��� �#+������+� ;��<2 *�� ����������2 ������6 ���9���������Q�$2 $������ ��� ���#� �* ��� �����9
�+��$��6 "#������ �� � /���9���������Q�$1 #��� ������ �� �++���$ �� � ������ ��:� ��� ��2 .���� ��
/���������Q�$1 �� ��� ����� $�����)�$ �)���!

��� ��6����� +�����)����� μ �� 6���� �� μ = μr kem 4� = μr μ0 �� ��� ��2 ��$ �� μ = μr kem

�� ��� ���9���������Q�$ #��� ������! μr �� ��� $������������ �������� +�����)����� ��$ �� $�3��$
�� ����� �* ��� ��6����� �#���+��)����� �� ������� 5!(2 +!  (5! ��� �������� +����������� ε �� 6����
�� ε = εr 4�/kes = εr · ε0 �� ��� ��2 ��$ �� ε = εr/kes �� ���9���������Q�$ #��� �������! εr �� ���
$������������ �������� +����������� ��$ �� $�3��$ �� ����� �* ��� �������� �#���+��)����� �� �������
5!(2 +!  (4!

2 ����� Eh =
e2

4�ε0a0
, E =

1
4�ε0

Q

r2
=
Eha0

e2
Q

r2
=
Eh

ea0

(Q/e)
(r/a0)

2 !

3 ����� ��� ���#� �* ��� �+��$ �* ��6�� �� ������ #���� �� ��� ����+����� �* ��� 3��9���#��#�� ��������2
α−12 ��� ���$����� k2 k��/k�� = c0

2 ����$� k�� = α2 �� ������ #���� *�� k = 1!

 (,
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���� )��.��� �.� ������Q�$ ����6�$ +�������� �� ���##� ;
�#���) ��.<?

� = k��Q1Q2�/r
3 � = Q1Q2�/4�ε0r3 � = Q1Q2�/r

3

������������� +�������� ���#�$ � ������Q�$ ����6�$ +������� �� ���##�?

φ = k��Q/r φ = Q/4�ε0r φ = Q/r

�������� )��.��� �������� 3��$ �����6�� ��$ ������������� +��������?

� = −∇∇∇φ � = −∇∇∇φ � = −∇∇∇φ

���$ $#� �� � ����6� $�����)#���� ρ �� ���##� ;-�#�� ��.<?

∇∇∇ ·� = 4�k��ρ ∇∇∇ ·� = ρ/ε0 ∇∇∇ ·� = 4�ρ

�������� $�+��� ������ �* � ����6� $�����)#����?

	 =
∫
ρ�$V 	 =

∫
ρ�$V 	 =

∫
ρ�$V

��������� ���#�$ � $�+��� �� ���##�?

φ = k��	 · �/r3 φ = 	 · �/4�ε0r3 φ = 	 · �/r3
����6� �* � ����6� $�����)#���� �� �� �������� 3��$?

E = Qφ− 	 ·�+ · · · E = Qφ− 	 ·�+ · · · E = Qφ− 	 ·�+ · · ·
�������� $�+��� ������ ��$#��$ �� �� �������� 3��$?

	 = α�+ · · · 	 = α�+ · · · 	 = α�+ · · ·
���������� +�����Q�����?

� = χ��/4�k�� � = χ�ε0� � = χ
(ir)
� �

�������� �#���+��)����� ��$ �������� +�����������?

ε� = 1 + χ� ε� = 1 + χ� ε� = 1 + 4�χ (ir)
�

�������� $��+��������1?

� = �/4�k�� +� � = ε0�+� �(ir) = �+ 4��
� = εr�/4�kes � = ε0εr� �(ir) = εr�


�+�������� �* � +������� +���� ���$�����2 ���� A2 ��+������� d?

C = ε�A/4�k��d C = ε0ε�A/d C = ε�A/4�d


���� )��.��� �.� �#����� �������� �� ���##�?

$2� =
k��
k2

I1d�1 × (I2d�2 × �)
r3

$2� =
μ0

4�
I1$�1 × (I2$�2 × �)

r3
$2� =

I1$�1 × (I2$�2 × �)
c 2
0 r

3

��6����� ������ +�������� $#� �� � �#����� ������� �� ���##�?

$� =
k��
k
I$�/r $� =

μ0

4�
I$�/r $� = I$�/c0r

�������� )��.��� ��6����� C#0 $������ ��$ ��6����� ������ +��������?

� =∇∇∇×� � =∇∇∇×� � =∇∇∇×�
��6����� C#0 $������ $#� �� � �#����� ������� �� ���##� ;'���9������ ��.<?

$� =
k��
k
I$�× �/r3 $� =

μ0

4�
I$�× �/r3 $� = I$�× �/c0r3

; < ��� �����$ �"#����� ���$� �� ������+�� ��$��!
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��6����� C#0 $������ $#� �� � �#����� $������ � �� ���##� ;��+M�� ��.<?

∇∇∇×� = 4�
k��
k
� ∇∇∇×� = μ0� ∇∇∇×� = 4��/c0


���� �� � �#����� ������� �� � ��6����� C#0 $������?

$� = I$�×�/k $� = I$�×� $� = I$�×�/c0
��6����� $�+��� �* � �#����� ���+ �* ���� �?

� = I�/k � = I� � = I�/c0

��6����� ������ +�������� ���#�$ � ��6����� $�+��� �� ���##�?

� = k���× �/r3 � =
μ0

4�
�× �/r3 � =�× �/r3

����6� �* � ��6����� $�+��� �� � ��6����� C#0 $������?

E = −� ·� E = −� ·� E = −� ·�
��6����� $�+��� ��$#��$ )� � ��6����� C#0 $������?

� = ξ�+ · · · � = ξ�+ · · · � = ξ�+ · · ·
��6����Q�����?

� = χ� � = χ� � = χ(ir)�(ir)

��6����� �#���+��)����� ��$ �������� +�����)�����?

μr = 1 + χ μr = 1 + χ μr = 1 + 4�χ(ir)

��6����� 3��$ �����6��1?

� = �/4�k�� −� � = �/μ0 −� �(ir) = �− 4��

� = �/4�μrk�� � = �/μ0μr �(ir) = �/μr


��$#�������?

� = κ� � = κ� � = κ�

���*9��$#������ �* � �������$ �* ���#�� V .��� n .��$��6� +�� ���6��?

L = 4�
kem

k2
μrn

2V L = μ0μrn
2V L = 4�μrn

2V/c0
2


���$�� ��$#����� ��.?

∇∇∇×�+
1
k

∂�
∂t

= 000 ∇∇∇×�+ ∂�/∂t = 000 ∇∇∇×�+
1
c0

∂�
∂t

= 000

�������� )��.��� ��� �������� 3��$ �����6�� ��$ ���������6����� +���������?

� = −∇∇∇φ− 1
k

∂�
∂t

� = −∇∇∇φ− ∂�/∂t � = −∇∇∇φ− 1
c0

∂�
∂t

��0.��� �"#������?

∇∇∇ ·� = ρ ∇∇∇ ·� = ρ ∇∇∇ ·�(ir) = 4�ρ

k ∇∇∇×�− ∂�/∂t = � ∇∇∇×�− ∂�/∂t = � ∇∇∇×�(ir) − 1
c0

∂�(ir)

∂t
=

4�
c0
�

k ∇∇∇×�+ ∂�/∂t = 000 ∇∇∇×�+ ∂�/∂t = 000 ∇∇∇×�+
1
c0

∂�
∂t

= 000

∇∇∇ ·� = 0 ∇∇∇ ·� = 0 ∇∇∇ ·� = 0

 (5
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D��� �"#������ *�� ��� ���������6����� +��������� φ ��$ � ;�� ������Q 6�#6�<?

Δφ− k��
k2 k��

∂2φ

∂t2
= −4�k��ρ Δφ− ε0μ0

∂2φ

∂t2
= −ρ/ε0 Δφ− 1

c 2
0

∂2φ

∂t2
= −4�ρ

Δ�− k��
k2 k��

∂2
�

∂t2
= −4�k��� Δ�− ε0μ0

∂2
�

∂t2
= −μ0� Δ�− 1

c 2
0

∂2
�

∂t2
= −4�

c0
�

∇∇∇�+
k��
k k��

∂φ
∂t

= 0 ∇∇∇�+ ε0μ0
∂φ
∂t

= 0 ∇∇∇�+
1
c0

∂φ
∂t

= 0

����6� $������ �* ��$������?

U/V = (� ·�+� ·�) /2 U/V = (� ·�+� ·�) /2 U/V =
(
� ·�(ir) +� ·�(ir)

)
/8�

���� �* ��$������ ����6� C�. ;�������6 ������<?

� = k �×� � = �×� � =
c0
4�
�×�(ir)


���� �� � �����6 ����6� Q .��� �������� � ;������Q *����<?

� = Q (�+ �/k ×�) � = Q (�+ �×�) � = Q (�+ �×�/c0)

 (8
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�� �� ����� �� ��+��� �� #���������� �������� ����6 .��� � ����#������! �� )���*2 � ��+��� �* �
"#���������� �0+��������� ;�� �����������< ���#�� ���#�$ ������� � ��������� �)�#� .��� ��� �0+����$
/)��� ��������1 *�� ��� ��#� ���#�� ��2 �� .��� �� � ��������� �* ��� +��)�)�� ���6� �* +����)�� ���#��
�+���*���6 ��� #����������! ��� �0+����$ $��+������ �* ��� ����#��$ ���#�� ������ *��� � �#�)�� �*
��#����! ��� ������)#���� �� ��� #���������� *��� ��� ����� ��#���� ���#�$ )� ��������$ �� +��� �* ��
#���������� )#$6��! ��� ��)��� ���. ���� �* ��� .��� �� .���� ��� ������)#����� �� ��� #����������
)#$6�� ��� )� ��������$ ��$ ���)���$ ��$ ��� �0��+��� )���. ���. ��. � *#�� ��������� �* ���
���#����6 ���)���$ #���������� �������� ��� )� +�������$! ��� +������ �#����� �� )���$ �� K8L!
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	������������ *�� � ����#��$ "#������ X ��� )� ��+����$ �� ������� .��� )� 6����6 ��� �0+����$ )���
�������� *�� ��� "#������ ��6����� .��� � �����$ "#������ $�3���6 �� #���������� .���� ������+��$�
�� ���� +��)�)�� ���6� *�� ��� ��#� "#������! D� #�� ��� �������� X *�� ����#��$ "#��������2 x *��
����#������ ���#���2 ��$ uc *�� #����������!

#$��!
�  ! ms W  ==!=& (5 6 .��� � ���)���$ ����$��$ #���������� ;�!�!2 ��������$ ����$��$
#����������< �* uc W =!%, �6! ����� �� ��� )� ���#��$ ���� ��� +����)�� ��������$ ���#�� �*
��� ����$��$ ��� �++��0������� �������� $�����)#��$ .��� �++��0����� ����$��$ $�������� uc2 ���
#�:��.� ���#� �* ��� ����$��$ �� )������$ �� ��� �� ��� �������� ms ± uc .��� � ����� �* ���3$����
�* �++��0������� 48 d!

#$��!
� &! ms W ; ==!=& (5 ± =!=== 5=< 62 .���� ��� �#�)�� *����.��6 ��� ���)�� ± �� ���
�#������� ���#� �* �� �0+��$�$ #���������� U = k uc2 .��� U $��������$ *��� � ���)���$ ����$��$
#���������� ;�!�!2 ��������$ ����$��$ $��������< uc W =!%, �6 ��$ � ������6� *����� �* k = 2! �����
�� ��� )� ���#��$ ���� ��� +����)�� ��������$ ���#�� �* ��� ����$��$ ��� �++��0������� ��������
$�����)#��$ .��� �++��0����� ����$��$ $�������� uc2 ��� #�:��.� ���#� �* ��� ����$��$ �� )������$
�� ��� .����� ��� �������� $�3��$ )� U .��� � ����� �* ���3$���� �* >, d ;��� ������� 8!%2 +!  ,(<!

#$��!
� %! ms W  ==!=& (5;%,< 62 .���� ��� �#�)�� �� +���������� $������ ��� ���)���$
����$��$ #���������� uc W =!%, �6 ��$ �� ���#��$ �� �++�� �� ��� ����� ��6��3���� $�6���!

 ��� �	���
 -�+������  ����

�*03+3�,�51 >�.5*�3-5�0).

+��)�)����� $�����)#���� �* x f(x) ��� +��)�)����� $������ �* ��� "#������ �����6
��� ���#� xP ������ ;-�#�����<2 ������6#���2 ���9
��6#���2 ��#$���9t2 ���!

�0+����$ ���#� �* x E[x] E[x] =
∫
x f(x)dx

���� μ E[x]
�������� σ2 E[(x− μ)2]
����$��$ $�������� σ σ = +

√
σ2

�5+5�.5�7.

�#�)�� �* ����#������� N

���� x̄ x̄ =
1
N

N∑
i=1

xi

�������� s2(x) s2(x) =
1

N − 1

N∑
i=1

(
xi − x̄

)2  

����$��$ $�������� s(x) s(x) = +
√
s2(x)

����$��$ $�������� �* s(x̄) s(x̄) = s(x)/N
��� ����

; < ���� �� �� #�)����$ �������� ��$ ��:�� ���� ����#�� ��� ������� �* ��� $�6��� �* *���$�� )���#��
��� �+���$ �� ����#��$ �)�#� ��� ����!
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�)7(*5+�)5�(.

����$��$ #���������� �* xi u(xi) ��������$ )� ��+� � �� ' �++������� &

��+� � ����#����� ��+� � ����#����� ;�* ����$��$ #����������< �� �
�����$ �* ����#����� �* � ����$��$ #����������
)� ��� ����������� �������� �* � ������ �* �)�����9
�����

%

��+� ' ����#����� ��+� ' ����#����� ;�* ����$��$ #����������< �� �
�����$ �* ����#����� �* � ����$��$ #����������
)� ����� ����� ���� ��� ����������� �������� �* �
������ �* �)���������� ;*�� ��������2 �� �� #�#����
)���$ �� �������3� B#$6����� #���6 ��� ��������
��*�������� ���� �� ������)��<

(

�������� ����$��$ ur(xi) ur(xi) = u(xi)/|xi| (xi �= 0)
#���������� �* x

���)���$ ����$��$ uc(y) ��������$ #���������� �� y *��� ��� ��� ���+�9
���� ����#������ ���#���
y = f(X1, X2, · · · , Xm)

,
#���������� �* ���
����#������ ���#�� y

�������� ���)���$ ����$��$ uc,r(y) uc,r(y) = uc(y)/|y| (y �= 0)
#���������� �* y

�0+��$�$ #���������� U U = k uc(y) 4

������6� *����� k 4

;����� ������#�$<
;&< ��� #���������� �� ��� ���#�� �* � ����#������ 6�������� �������� �* ������� ���+������ .����
��� )� 6��#+�$ ���� �.� ����6����� �����$��6 �� ��� .�� �� .���� ����� �#������� ���#� �� ��������$?

��+� �? ����� .���� ��� ����#���$ )� ����������� �����$�
��+� '? ����� .���� ��� ����#���$ )� ����� �����

� $������$ ��+��� �� #���������� ���#�$ ������� �* � ���+���� ���� �* ��� ���+������2 �+���*���6 *��
���� ��� �����$ #��$ �� �)���� ��� �#������� ���#�! ���� +����$�� ��� /#���������� )#$6��1!
;%< �0��+��� �* ��+� � ����#������ ��� ����#�����6 ��� ����$��$ $�������� �* ��� ���� �* � ������
�* ��$�+��$��� �)����������P #���6 ��� �����$ �* ����� �"#���� �� 3� � *#������ �� $��� �� ��$��
�� �������� ��� +��������� �* ��� *#������ ��$ ����� ����$��$ $���������P ��$ �������6 �#� ��
�������� �* �������� ;���U�< �� ��$�� �� �$����*� ��$ "#����*� ���$�� �A���� �� ������� :��$� �*
����#�������! ����� ���+������ �* ��� #���������� ��� ����������Q�$ )� ��� ��������$ ���������
si

2 ;�� ��� ��������$ /����$��$ $���������1 si< ��$ ��� �#�)�� �* $�6���� �* *���$�� νi! D����
�++��+�����2 ��� ����������� ���#�$ )� 6����!
;(< ���� :��.��$6� ��� ����#$� +�����#� ����#������ $���2 6������ :��.��$6� �* ��� )������� ��$
+��+������ �* �������� ��������� ��$ �����#�����2 ���#*���#���N� �+���3�������2 $��� +����$�$ ��
����)������ ��$ ����� ��+����! ����� ���+������ �* #���������� ���#�$ )� ����������Q�$ )� "#��9
������ uj

22 .���� ��� )� �����$���$ �++��0�������� �� ��� ������+��$��6 ���������2 ��� �0�������
�* .���� �� ���#��$! ��� "#�������� uj

2 ��� )� ������$ ��:� ��������� ��$ ��� "#�������� uj ��:�
����$��$ $���������!
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�� � $���#����� �* ��� ��������� �* ���������$ #������������2 ��� K8L!

����������� (�!����� ����������� #"������ ��� ��� 
�������
�"������ ����
� �������� ��
�������	  ����

Y =
N∑

i=1

aiXi y =
N∑

i=1

aixi uc(y) =
( N∑

i=1

a 2
i u

2(xi)
)1/2

 

Y = AX a1
1 X a2

2 · · ·X aN
N y = Ax a1

1 x a2
2 · · ·x aN

N uc,r(y) =
( N∑

i=1

a 2
i u

2
r (xi)

)1/2

&

; < ���� �� ��������� :��.� �� �$$����� �� "#�$���#��! ��� ����#������ �"#����� �� ��+�������$
)� � �#� �* "#�������� Xi �#���+���$ )� � �������� ai! ��� ai ��� ���#��$ �� )� :��.� .���
���������!
;&< ��� ����#������ �"#����� �� ��+�������$ )� � +��$#�� �* "#�������� Xi �����$ �� +�.���
a1, a2, · · · , aN ��$ �#���+���$ )� � �������� A! A ��$ ��� ai ��� ���#��$ �� )� :��.� .���
���������!

;����� ������#�$<
;(< ;������#�$<
�0��+��� �* ��+� ' ����#������?
;�< �* �� �� �������)�� �� ���#�� ���� ��� "#������2 X2 ��� )� ��$���$ )� � ������ +��)�)�����

$�����)#���� ���� ��.�� ��$ #++�� ������ a− ��$ a+ ���#�$ )� ��������$ �#�� ���� ��� )���
��������$ ���#� �* ��� ��+#� "#������ �� x = (a−+a+)/2 ;�!�!2 ��� ������ �* ��� ������< ��$
����� �� ��� ������ �#� �* �.� ;�!�!2 � ,= d +��)�)�����< ���� ��� ���#� �* ��� "#������ ����
�� ��� �������� a− �� a+2 ���� u ≈ 1.48(a+ − a−)/2!

;)< �* ��.���� ��� "#������2 X2 �� )����� ��+�������$ )� � ������6#��� $�����)#���� ���� ���
��.�� ��$ #++�� ������ a− ��$ a+ �* ��� ��+#� "#������ ���#�$ )� ��������$ �#�� ����
��� +��)�)����� ���� ��� ���#� ���� �� ��� �������� a− ��$ a+ ��2 *�� ��� +�������� +#�+����2
 == d! �����$�$ ���� ����� �� �� ������$������ ��*��������2 ����� ��� "#������ �� �* �� ��
�"#���� +��)�)�� *�� ��� ���#� �� ��� ���.���� .����� ��� �������� a− �� a+P ���� ��2 ��$��
�� )� � #��*��� ;�!�!2 ������6#���< +��)�)����� $�����)#����! ��� )��� �������� �* ��� ���#�
�* ��� "#������ �� ���� x = (a− + a+)/2 .��� ��� #���������� u = (a+ − a−)/

√
3!

;,< ��� "#������2 Y )���6 ����#��$2 �����$ ��� ����#���$2 �� ��� ����#��$ $�������2 )#� �� $�9
�������$ *��� M ����� "#�������� X1, X2, · · · , XM ����#6� � *#������ f ;��������� �����$ ���
����#������ �"#�����<2 Y = f(X1, X2, · · · , XM )! ��� "#�������� Xi ����#$� ����������� ;�� ���9
������� *������<2 �� .��� �� "#�������� ���� ��:� ���� ����#�� ����� ��#���� �* �����)�����2 �#�� ��
$�A����� �)�������2 �����#�����2 ���+���2 ��$ ��)��������� ���! �� �������� �* ��� ����#��$ "#��9
���� Y 2 $�����$ y = f(x1, x2, · · · , xM )2 �� �)�����$ *��� ��� ����#������ �"#����� #���6 ��!��
��������� x1, x2, · · · , xM *�� ��� ���#�� �* ��� M ��!�� "���������! � ������� ���#����� �0���� �* �����
"#�������� ��� �� )� $�����$ *��� ����#�������! ��� +��+�6����� �* #���������� �� ���#������$ ��
��� ��)�� �)���!
;4< ���� ����������2 ��$#������2 ��$ ��6#������ �++��������� ��"#��� � ����#�� �* #���������� ����
$�3��� �� �������� �)�#� � ����#������ ���#�� y .����� .���� ��� ���#� �* ��� ����#���$ Y ���
)� ���3$����� �������$ �� ���! �� ����� ����� ��� �$!����� ��
�������	 U �� #��$2 ��$ �� �)�����$ )�
�#���+����6 ��� ���)���$ ����$��$ #����������2 uc(y)2 )� � 
������� ��
��� k! ��#� U = k uc(y)
��$ �� �� ���3$����� )������$ ���� Y �� 6������ ���� �� �"#�� �� y − U 2 ��$ �� ���� ���� �� �"#�� ��
y + U 2 .���� �� �������� .������ �� Y = y ± U ! ��� ���#� �* ��� ������6� *����� k �� ������ ��
��� )���� �* ��� $�����$ ����� �* ���3$���� �� )� ���������$ .��� ��� �������� $�3��$ )� U = k uc!
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��� ��� 6�������� ��+��� ��� #���������� )� $�3���6 �� ��������2 .����� .���� ��� "#������ ��
�0+����$ �� *��� .��� � ������� +��)�)�����! ���� �������� ��� )� �+���3�$ �� (y−U) ≤ Y ≤ (y+U)!

#$��!
�  ==!=& (= 6 ≤ ms ≤  ==!=& ,( 6 �� ms = 100.021 47(7) 6
�� ms W ; ==!=& (5 ± =!=== =5< 6

D��� �+���*���6 �#�� �� ��������2 ��� ���#�$ +����$� ��� ���3$���� �� ��� ��������$ +��)�)�����
.��� .���� ��� ��#� "#������ �� �0+����$ �� )� �� ��� 6���� ���6� ;*�� �0��+�� 4= d2 >= d ��
>, d<! ���� +��)�)����� ��� )� ��������$ #���6 � ������� �* +��)�)����� $�����)#����� �++��+�����
*�� ��� ����#������ #�$�� �����$������� ;-�#�����2 ��#$���9t2 ���! K82>L<!

;����� ������#�$<
;4< ;������#�$< ��+������2 k �� �� ��� ���6� �* �.� �� �����! D��� ��� ������ $�����)#���� �++����
��$ uc �� � �����)�� �������� �* ��� ����$��$ $�������� �* y2 U = 2uc ;�!�!2 k = 2< $�3��� �� ��������
�����6 � ����� �* ���3$���� �* �++��0������� >, d2 ��$ U = 3uc ;�!�!2 k = 3< $�3��� �� ��������
�����6 � ����� �* ���3$���� 6������ ���� >> d!
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�))���������� ��$ �������� ;.��$� *����$ *��� ��� ������� ������� �* 6��#+� �* .��$� ���� ���
*��"#����� ��+����$< ���#�$ )� #��$ �+����6��! 	����� ���� ��� .��� ����)�����$ ;�!6! ���2 ��<
���� ���#�$ ��.��� )� $�3��$ ���� �� ��� +�+��2 ��$ ���� ���#�$ 6�������� )� ����$�$ �� ������ ��$
�)�������! ���� �������� ���� )��� ����+��$ �� ������ .��$�2 �#�� �� /�����1 *��� ��� �������
�����! �))���������� #��$ �� $����� +������� "#�������� ���#�$ �* +����)�� )� ��+����$ )� ���
��������$�$ ���)�� *�� ��� "#������ ;�!6! Ei ������ ���� �� *�� ����Q����� ����6�2 ��� ������� &!,2
+! &&P ρ ������ ���� $���! *�� ���� $������2 ��� ������� &!&2 +!  (<! 
�� *#����� ��������$������
���������6 �))���������� ��� K ,4L!
� ���� �* *��"#����� #��$ �))���������� ��$ �������� �� 6���� ���� �� ���+ ���$���2 )#� ��� �����������
�� ����#��6� ����� #�������� #��6�! �� ���� ����� �� ������� ��� )� *�#�$ .������ �� ��.�� ����
������� ��$ �� ��+�����! �� ��� ���� .���� *����.� ���� ��� ���� ������ #��6� �� 6����! ����
�0������� ����� *�� $�A����� �+��������+�� �����$� ���� )��� +#)�����$ )� �	��
 K ,52 ,8L ��$ )�
D��$���� K ,>LP �� �0������� ���� *�� �������� #��$ �� ����������� ��������� ��� )��� +#)�����$ )�
�	��
 K& L!
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�H� �����6#�9��9$�6����
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